Epreuve Composite

ECG

Concours blanc n°3

Option économique

MATHEMATIQUES

24 Février 2025

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raison-
nements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

Les candidats sont invités d encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

1ls ne doiwent faire usage d’aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électro-
nique est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

St au cours de l'éprewve un candidat repére ce qui lui semble une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

. Exercice n°1

A tout polynéme P de Ry[X] de la forme P(X) = X*+dX? +cX%4+bX +a, avec (a,b, c,d) € R?, on associe
l'unique matrice de My(R) ci-dessous, appelée matrice compagnon du polynéme P.

0 00 —a
1 0 0 —b
¢= 01 0 —c
0 01 —d

On donne alors le résultat suivant, noté (x), qui sera utilisé et démontré dans cet exercice.
(%) Le polynome Pest un polynome annulateur de sa matrice compagnon C.

Partie 1 - Etude d’un exemple

On considére dans cette partie seulement que le polynéme P est donné par P(X) = X4 + X.

1. Identifier et expliciter la matrice compagnon de P, notée A.

La matrice compagnon de P est

0O 0 0 O
1 0 0 -1
A= 01 0 O
0O 01 O
* % %
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2. Montrer que A n’est pas inversible et en déduire, sans calcul, une valeur propre de A.

REPONSE:

On constate que A

= 04,1 donc Ker(A) n'est pas réduit a 0 et | A n'est pas inversible.

o O O =

On en déduit que 0 est valeur propre de A.‘

* % %

3. Calculer A*. Vérifier alors la validité du résultat (x).

REPONSE:

Un simple calcul donne

0 0 0 O
-1 0 0 1
4 _ S
= 0o -1 0 0] ¢
0 0 -1 0

Ainsi P est bien un polynome annulateur de A.

X 3k ok

4. En déduire les valeurs propres de A.

REPONSE:

On cherche les racines de P :

PX)=0 X'+ X=02X(X3+1)eX=0o0uX=-1

Ainsi | Sp(A) € {~1,0}|

X 3k ok

5. La matrice A est-elle diagonalisable ?

REPONSE:

o En notant C; la i-éme colonne de A, comme la famille (Cy,Ca, Cs) est une famille échelonnée, elle est

libre et rg(A) = 3. D’aprés le théoréme du rang, dim (Ker(A)) =1.

100 0
110 -1
s A=y g
001 1

. En notant encore C; la i-éme colonne de A+14, comme la famille (Cy, Co, C3)

est une famille échelonnée, elle est libre. De plus Cy = —Cq + Cs donc rg(A) = 3. D’apreés le théoréme

du rang, dim (Ker(A + I4)) = 1.

La somme des sous-espaces propres n’est pas égale a la taille de la matrice, donc ’ A n’est pas diagonalisable.

X 3k ok

Cours de mathématiques ECG 2



Partie 2 - Utilisation du résultat (x)

On note B = (E1,1, E12, 2.1, E22) la base canonique de M3 (RR) et on considere I'application ¢ définie par
My(R) — My (R)
pilfz y 0 x — 2t
: ot y+t z+2

6. Montrer que ¢ est un endomorphisme de My (R).

REPONSE:

Soz'tM:@ ?) etN:<“c‘ Z) et A € R.

/ B A\t +a )\y_|_b B 0 )\L+a—2()\t+d)
@(AM+N)—90<(/\Z+C )\t+d>> (Ay+b+/\t+d Az 4 ¢+ 2(At +d)

0 xr— 2t 0 a—2d
A<y+t z+2t> +<b+d c+2d> = (M) + ()

Ainsi la fonction ¢ est linéaire. On observe que, par définition, ¢ (M2(R)) C Ma(R).
’Donc @ est un endomorphisme. ‘

* % %

7. Montrer que la matrice de ¢ dans la base B est la matrice

000 0
100 —2
B=1010 1
001 2

REPONSE:

On calcule les images des éléments de la base B.

ooy )-(0 1) -

=o(3 =0 )=
)= )=r

0 -2
o 9(Er2)=¢ <0 1) = <1 9 ) = —2E19+ Ey1 +2F5 5.

Donc la matrice de ¢ dans la base B est

I
o

R

0

1

0

0 0

° ¢<E271> - 99 (1 0
0

000 O
1 0 0 -2

b= 01 0 1
001 2
* K ok

8. On note Pp le polynéme de R4[X] dont B est la matrice compagnon.
(a) Identifier le polynome Pp puis vérifier que Pp(X) = (X? —2X) (X* - 1).
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REPONSE:

Par définition on trouve | Pg(X) = X4t _9Xx3 — X2 42X | Un simple développement donne

(X% —2X)(X?2-1)=X* - X2 - 2X3 42X = Pg(X)

Xk 3k

(b) En déduire, a l'aide du résultat (%), que les valeurs propres possibles de B sont {—1,0, 1,2}.

Les racines de X* —2X sont 0 et 2, celles de X? — 1 sont 1 et —1. Donc les valeurs propres potentielles
de B sont —1,0,1,2.

* * *
(c) On note

My = FEs9 — E12, My=2F5—3Fy1 + FEsp,
Ms=FEy5—2FE19—FEy1 et My=2(E11— Es1)+ M.

Calculer les images par ¢ des quatre matrices précédentes.

REPONSE:

o (M) =p(E22) —@(Er12) = —2FE12+ Ez1 +2E2 — By 1 = 2(E32) — ¢(E12) = 2M,
° Lp(]”g) = 2(,0(E172) — 3¢(E271) + gO(EQQ) = 2E271 — 3E272 + *2E1,2 + E271 + 2E272 = —M>

o 9(Ms3)=p(E22) —2¢p(E12) —@(Ea1) = —2E12+ Eoq +2E29 — 2E3 1 — Ep 9 = M3

o My = 2E1’1 — 2E2’1 + E272 — ELQ.
(,9(]\/14) = 2(,0(E171) — 2(,9(E2’1) + (p(]\/fl) = 2E1’2 — 2E2,2 + 2E2’2 — 2E1’2 =0

X 3k ok

9. La matrice B est-elle diagonalisable ?

La question précédente donne que Sp(B) = {—1,0,1,2}. Ainsi B est une matrice de taille 4 qui posséde

4 wvaleurs propres différentes. ’Donc B est diagonalisable.‘

) ok ok

Partie 3 - Preuve du résultat (x)

On considére donc un polynéme P de Ry[X] de la forme P(X) = X*+dX? 4 X2 +b% +a auquel on associe
la matrice compagnon C' définie ci-avant.

On note (e1, €9, e3,e4) la base canonique de R* et f endomorphisme de R* dont la matrice dans la base
canonique est C.

On note Id Pendomorphisme identité de R*. On note f° = Id et, pour tout k € N, f*** = f o f*. Enfin, on
pose g = P(f), c’est & dire que, pour tout u € R*,

g(u) = fH(u) + df*(u) + cf*(u) + bf (u) + au
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10. Montrer que

fler)=es, fPer)=es, fi(e1)=e4

et que

f4 (e1) = — (aey + beg + ces + dey)

REPONSE:

Par définition la matrice C' est définie par

0 00 —a
1 0 0 —b
C=C= 01 0 —c
00 1 —d

La simple lecture des colonnes donne

fler)=ex f*(e1) = fle2) =es  f(e1) = fles) = esetf (e1) = fles) = —(aey + bea + ce3 + dey)

11. (a) Montrer que g (e1) = 0.

gler) = fAel) +df3(e1) + cf?(er) +bf(e1) + aer = —(aeq + bea 4 ces + dey) + deq + ces + bes 4+ aeq = 0.

X 3k ok

(b) Montrer que, pour tout k € N,go f* = ffog.

On raisonne par récurrence.
o Initialisation :
Pour k=0, f® =1Id donc go f* =g et f*og=g. Linitialisation est vérifiée.
o Hérédité :
Soit k € N. On suppose que go f* = fFog.

gofftt=gofrof
=ffogof parhdr

Or pour tout u € R*, on a d’une part
Flg(w) = F(fH(w) +df?(u) + cf?(u) + bf (u) + au) = f2(u) +df ' (u) + cf*(u) + 0f*(u) + af (u),
et d’autre part
g(f () = FA(F () +df>(f (W) +ef?(f(w) +0f (f(w) +af (u) = f2(u)+df* (u)+cf>(u) +bf?(u) +af(u)

Donc go f=foget
gofftt=frogof=frofog=fitloy

¢ Conclusion :
Pour tout k € N,go f* = fFog.
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X 3k ok

(¢) En déduire que, pour tout k € [1;4],¢g (ex) = 0.

Comme g(e1) =0,
 gle2) = g(f(e1) = f(g(e1)) =0
o g(es) = g(f*(er) = f*(9(er))

o gles) = g(f*(er) = f2g(er))

0
0

(d) Conclure.

REPONSE:

Comme B est une base de R*, pour tout u € R*, il existe un unique (x,y,2,t) € R* tel que u = zey +
yeo + zeg + tey.
g(u) = zg(e1) + yg(e2) + zg(e3) +tg(es) =0

Ainsi g = P(f) est lapplication nulle.

’Donc P est un polynome annulateur de f et donc de sa matrice canoniquement associée B.

X ok 3k

. Exercice n°2

Correction proposée par Pierre Veuillez

Soit @ un réel strictement positif. On considere la fonction f, définie pour tout réel ¢ strictement positif par :

1 a?

fa(t) = 5(“‘ 7)

ainsi que la suite (up)ney de nombre réels déterminée par son premier terme ug > 0 et par la relation de
récurrence :

Vn € N Unt1 = fa(un)
Partie I - Etude des variations de la fonction f, .

1. Déterminer la limite de f,(t) lorsque ¢ tend vers 4oo. Justifier I'existence d’une asymptote oblique au
voisinage de +00 et donner la position de la courbe représentative de f, par rapport a cette asymptote.

REPONSE:
2

. a ;
Pour a > 0, tlfglo T 0, donc tller;lO fa(t) =400

t . . t . . , . ‘
Par ailleurs, flim fa(t)_§ =0, donc| la droite d’équation y = 2 est asymtote oblique a la courbe représentative de f
L1 0O

X 3k ok

2. Déterminer la limite de f,(t) lorsque t tend vers 0 par valeurs positives. Interpréter graphiquement
cette limite.
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REPONSE:
2

a
Comme a > 0, lim — = +o00, donc| lim f,(t) = 4o0|.
t—0t 1 t—0+

’La courbe de f, admet donc une asymptote verticale d’équation x = 0.

X 3k ok

3. Donner l'expression de la fonction dérivée de f, sur R*" et dresser le tableau de variation de f,.

REPONSE:

La fonction f, est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle. Pour tout

t>0:
1 <1 a2> _|(t=a)(t+a)

2 212

Pour toutt >0, t+a > 0 et t> > 0. Le signe de la dérivée ne dépend que de celui de t — a. Ainsi on obtient
le tableaw de variations suivant :

z 0 a +00

+00 00
(@) T~

* % %

ot fo(t) = %(a—l— a) = a.

4. En déduire que :

REPONSE:

On vient de montrer que f, admet un minimum en a et que celui ci vaut a, donc
pour tout t > a, fa)(t) > a.

Vvt >0 fa(t) >a

Partie II - Etude de la convergence de la suite (U ) nen-

5. Que dire de la suite (uy,)ney dans le cas particulier o ug = a?

REPONSE:

Lorsque ug = a, on alors uy = fa(up) = fo(a) = a. On montre ainsi rapidement par récurrence que

’la suite (up) est constante égale d a.‘

* % %

6. Dans la suite on revient au cas général ug > 0.
Démontrer que :

Vi>a  0< fi(t)<

N | =
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REPONSE:

On a vu a dans la premiére partie que pour tout t > 0, fi(t) =

1 2
5 St de plus t > a, % <1 donc | f.(t) > 0.

2 2

a a
22 Donc pour tout t > 0, Z >0 et

DN | =

fa(t) <

7. Montrer que pour tout entier n, non nul :

REPONSE:

On raisonne par récurrence :

e Initialisation :

a ..
(uo + ) > a car a est un minimum pour f,.
Uup

DN | =

Pour n =1, on a u, = uy = fo(ug) =

o Hérédité :
Soit n € N*. On suppose que u, > a.

Comme la fonction f, est croissante sur [a;+oo] et que par hypothése u, > a, fo(un) > fa(a) = a.
Donc up41 > a.

e Conclusion :
Pour tout n € N*, u,, > a.‘

8. Prouver alors que pour tout entier 7 non nul :

1
0§un+1—a§§(un—a)

1 n—1
up —al < (5) lup — al

1
La fonction f, est dérivable sur [a;+oo| et pour tout t € [a;+oo, fi(t) € [0; 2]. D’apres Uinégalité des

Puis que :

a

accroissements finis, pour tout (x,y) € [a;+oo] tel que y > x, on a

0y — ) < faly) — falz) < 5 (y — )

DO | =

Or pour tout n € N*, u,, € [a;+o0] et a € [a;+00[ et fo(un) = unt1, fa(a) = a, donc en remplagant y par
Uy, et x par a, on obtient :

—_

0<upp1 —a<< i(un—a)

~1
. . 1\"
On raisonne par récurrence pour montrer que pour tout n € N*, |u, —a| < | = lup — al.
’ 2

e Initialisation :

1 n—1 1 0
Pourn=1, on a <2> lup —al = <2> |up — a| = |uy — al. L’initialisation est donc vérifiée.
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o _Hérédité :

1 n—1
Soit n € N*. On suppose que |u, — a| < <2> lup — al.

D’apreés ce qui précéde, 0 < upy1 —a < i(un —a), donc en utilisant I’hypothése de récurrence,

1 1 n—1
uM1—a<2<2> lur — al

1 n
Donc upy1 < <2> lup — al.

¢ Conclusion :

1 n—1
Pour tout n € N*, |u, —a| < <2> lup — al.

X 3k ok

9. En déduire la convergence de la suite (u,) et indiquer sa limite.

REPONSE:

1 n—1
Comme 1/2 €] —1,1], lim (2> = 0. Donc par encadrement

n——+o00

lim |up, —al=0
n—+o00

ainsi ’ la suite (uy) converge vers a. ‘

X 3k ok

10. En utilisant ce qui précede, écrire un programme en langage Python permettant d’afficher les 100
premiers termes d’une suite (uy), de premier terme 1, convergeant vers v/2.

REPONSE:

import numpy as np

u=np.zeros (100)

ul[0]=1

for k in range (1,100):
uwl[k]=0.5*(ulk-1]+2/ulk-1])

print (u)

Partie III - Recherche d’extremum d’une fonction a deux variables.

On considere, sur RY x R, la fonction g définie par :
1,1 1
=+ )(1+a2)(
gz,y) = 5 (= + y)( +z)(1+y)

11. Justifier que f est de classe C% sur R% x R*.

Cours de mathématiques ECG 2 9/19



REPONSE:

1 1
Les fonctions (z,y) — —, (v,y) = — et (v,y) = (1 +z)(1+y) sont de classe C* sur R x R* , donc par
T )

somme et produit,

2
g est de classe C* sur R x RY.

X 3k ok

12. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de g sur R} x RY.

REPONSE:

dg 1+y 1 1
=7 - ' J1_- 1N 4z
Dew) = Y Hasa+ il
ey 1 1] 04—
2 2y 222y
dg (I1+z) [-1 1 1
=z — —— (1 4z
. (1+4a2) ;1+l (1+2)(z—y?)
N 2 Yy x| 2y2x
0%g 14y
o2 (z,y) = 23
0%g 17 1 -
1 1 1
9 72 y2
0%g 14z
87y2 (z,y) = 3
* ok ok
13. (a) Montrer que g admet un unique point critique.
% (z,y) = 2
Sur Uouvert U, les points critiques sont déterminés par gw ’ — (1+y) (y B $2) =0
99 (a,y) =0 (I+2)(z—y") =0
dy
Comme x > 0 alors x # —1 et de méme y # —1 et y—a’ =0 donc y=a’
Y xr — y2 =0 r—x*=0

Onaz—z'=z(1-2°)=2(1—-z)(1+z+2?)
142+ 22 a pour discriminant A =1 —4 < 0 donc 1 +x + x> > 0 et la seule solution est x =1 (car x # 0
) et doncy =1

Conclusion : ’Le seul point critique est (1,1) ‘

X 3k ok

(b) Montrer que g admet un extremum local sur R’} x R’ dont on précisera la nature et la valeur.

REPONSE:
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D’apres la question précédente :

82
S5 = 2
0%g
0%g
Tyg(%y) = 2

La matrice hessienne de g en (1,1) est donc

vif(1,1) = (_21 _21>

Les valeurs propres de cette matrice hessienne sont 1 et 3 qui sont toutes deux strictement positives.

Donc g admet un minimum local en (1,1) qui vaut g(1,1) = 4.‘

X 3k ok

14. Vérifier que : -
g(z,y) =1+ fi(x) + fi(y) + fl(g)

REPONSE:

On vérifie :

+

L+ fi(@)+ f(y)+ [ (;:) =

! +1 -l-l —i—l +
B - -
2 T 2y Y

<1+1> (14+2z)(1+y)

r oy

(G00)
g9(zy) =

1 1
—+-)(Q+z+y+ay)
roy

N = N N =

1 Y 1 =z
—+l+=4y+-+—-—+1+=x
z x y oy

T

= |1+ fi(x)+ fily) + f <y>

et ’égalité est bien vérifiée.

* % %

15. En déduire que I'extremum local est un extremum global de g sur R} x RY.

REPONSE:
X

Comme f1 (t) > 1 pour tout t > 0 on a alors fi(x) > 1 et f1(y) > 1 et fi <y> >1

et donc g (z,y) >4 =g(1,1) pour tout x ety > 0.

Conclusion : ’g a un minimum global en (1, 1)‘

Xk 3k
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. Exercice n°3

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.
Soit p €]0; 1[. On note ¢ =1 — p.

Partie I : Différence de deux variables aléatoires discrétes

Soit n un entier naturel non nul. On considére n joueurs qui visent une cible. Chaque joueur effectue deux
tirs. A chaque tir, chaque joueur a la probabilité p d’atteindre la cible. Les tirs sont indépendants les uns
des autres.

On définit la variable aléatoire X égale au nombre de joueurs ayant atteint la cible au premier tir et la
variable aléatoire Z égale au nombre de joueurs ayant atteint la cible au moins une fois a l'issue des deux
tirs.

1. (a) Reconnaitre la loi de X. Rappeler son espérance et sa variance.
REPONSE:

X (qui ne s’intéresse qu’au premier essai) est le nombre de joueurs, parmin, atteignant la cible au premier
essai, indépendamment les uns des autres et avec une méme probabilité p.
Conclusion : ’Donc X <= B(n,p) et E(X)=mnp, V(X) = npg. ‘

* % %

(b) Déterminer la loi de Z. Expliciter son espérance et sa variance.

Pour chaque joueur, la probabilité de ne pas atteindre la cible (E; pour échec aui®™ essai) est P (E1 N Fy) =
P (E)) P (Ey) = ¢* par indépendance.
Donc la probabilité de l’atteindre au moins une fois est P (E1 N Eg) =1—¢? et comme précédemment,
Conclusion : | Z < B (n./ 1— q2), E(Z)=n (1 — q2) et V(Z) = ng? (1 — q2)
* ok ok

2. Onnote Y =7 — X.

(a) Que représente la variable aléatoire Y 7 Déterminer la loi de Y.

Y est donc le nombre de joueur atteignant au moins une fois la cible, mais pas la premiére fois :
C’est le nombre de ceux l'atteignant uniquement la seconde fois.
Pour chaque joueur, la probabilité en est P (Ey N Sy) = P (E1) P (S2) = pq par indépendance.

Conclusion : ’ DoncY < B(n,pq) . ‘

) 3k ok
(b) i. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

REPONSE:

X etY ne sont pas indépendantes :
(X =nNY =n)est impossible donc P(X =nNY =n)=0#P (X =n)P(Y =n)

X 3k ok

ii. Calculer la covariance du couple (X,Y).

Cours de mathématiques ECG 2 12 /19



REPONSE:

Si on part de la définition cov (X,Y) = E(X)E(Y) — E(XY) demande d’aller chercher la loi du couple
pour obtenir E(X,Y) : laborieuz.
On cherche donc la covariance la ot elle intervient :V (Z) =V (X +Y) =V (X)+V (Y) + 2cov(X,Y)
donc

cov(X,Y) =

=
X
|
<
=
|
<
>

(ng® (1 —q*) —npq (1 — pg) — npq) factorisé
ng(q(1—q)(1+q) —p(1—pg) —p)

ngp(q(14+q) —1+pg—1) tout en q

[l SN Rl Rl NN R R

Zénqp(q+q2*2+(1*Q)q)

= —np’q

N.B. la covariance négative est cohérente : plus X est grand, plus Y risque d’étre petit.
* ok ok

Partie II : Variable aléatoire a densité conditionnée par une variable aléatoire discréte

Dans cette partie, on note U une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p.

3. Rappeler la loi de U, son espérance et sa variance.

REPONSE:

Pour donner la loi, ne pas oublier de donner les valeurs possibles.
1
On a U (Q) = N* et pour tout n e N*: P (U =n) =¢" " 'p, E(U) =~ et V(U) = %
p p

* % *
On considere une variable aléatoire T telle que :

Yn e N*, Vte [0; +00 [, Py—pn)(T > t) = e

—t
4. (a) Montrer : Vt € [0; +00 [, P(T >t) = _pe

1—qget’
REPONSE:

(U =n),cn est un systéme complet d’événements, donc

+oo
P(T>1t)=> Py (T>t)P (U =n)
n=1
+oo
= Z e "¢ tp pour t € [0; +o0

n=1

+00
_P Z (e_tq)n
q n=1

- ge*tq car |e*tq‘ <1

1—etg

pet

Conclusion : |Vt € [0; 400, P (T >1t)= R
“qe
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X 3k ok

(b) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire T

La fonction de répartition de T est donc donnée par :

—t
F(t):P(TSt):l—%pourtouttzo

1
et comme F (fonction de répartition) est croissante et positive et que F (0) =1 — % =0 alors F(t) =0
—q
pour tout t < 0

Xk 3k

(c) En déduire que T est une variable aléatoire a densité et en déterminer une densité.
REPONSE:

F est donc continue

o sur[0;+oo[ car 1 —qe " #0

o sur]—o0,0] fonction nulle

e en0 car F(t)=0—0=F(0)

Donc la fonction de réapartiton de T est continue sur R et C* sur R* et T est d densité.
Une densité est F' la ot F es_ttC'1

pe
t>0:F(t)=1-— t
pour (t) — e
I () = p—e’t (1 — qe_t) ge tet
(1—get)?
__ pe!
(1—get)?
Conclusion :| T est a densité et une densité est
—t
pe .
— 51t >0
F) =9 (1—get)?
0 sit <0
%k sk

5. On note Z = UT.
(a) Montrer que

VneN*, Vze [0+o0[, Py—p(Z>2)=¢?

REPONSE:

Vn € N*,  Vz € [0;4o00],

P(U:n) (Z > Z) = P(U:n) (UT > Z)
= P(U:n) (T > Z/n)

o e—nz/n

f— eiz
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(b) En déduire que la variable aléatoire Z suit une loi exponentielle dont on précisera le parametre.

Intuitivement : la probabilité P —p) (Z > z) est la méme pour toute valeur de U : elle est "indépendante”
deU etP(Z >z)=e "
Rigoureusement, on repasse par les probabilités totales :

P(Z > z) ZP =n)Py=p) (Z > 2)

=e” Z PU =
n=1
=e 7 car (U=n),cny SCE
La fonction de répartition de Z est donc

1—e? si2>0
G(z)—{ 0 stz <0

ot l’on reconnait que ’ Z suit une loi € (1) ‘

X 3k ok

(¢) Montrer que

Vn e N*, Vze[0;4+00], P(U=n]N[Z>z])=PU =n)P(Z > z)

On retrouve ici la problématique de [’indépendance :
Vn € N*,  Vz € [0;+o0],

PU=n,2Z>z) =

X 3k ok

Partie III : Taux de panne d’une variable aléatoire a densité

Dans cette partie, on note f la fonction définie sur R par

2—s.iz€>0
fey=3 @+~
0,sit<O0

6. Montrer que f est une densité de probabilité

REPONSE:

o f est positive sur R.

o f est continue surR* (car constante sur R* et comme quotient de fonctions continues de dénominateur
non nul sur RY ).
'+OO
o Montrons que / f(t)dt converge et vaut 1 .

— 00
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Soit A > 0. On a (intégrande de la forme —u'/u ) :

A Aot
/Of(t)dt:/o mdt

- +1
(1+42) "
— +1
A—+00
+00 +oo
Ainsi, f(t)dt converge et vaut 1 et comme f est nulle sur R_, on a bien : / f(t)dt = 1.
0 —00
’Ainsi, f est une densité de probabilité. ‘
% %k %

On considére désormais une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé telle que X (2) =R
et admettant f comme densité.

7. Déterminer la fonction de répartition F' de X.

REPONSE:

On note F' la fonction de répartition de X. Montrer que : F(x) = 14+ 22 siz>0 .

0 sixz <0
x
Pour tout x € R, on a : F(x) = / f(t)de.
—0o0

. Six<0:F(x):/ 0 dt =0.

—00

e Six >0, on a d’apres le calcul de la question précédente :

. ) 1 1+22-1 2
F(:c):/ f(t)dt:/ 2 q=1- S
—o0 o (1+1¢2) (1+22) 1+ a2 1+ a2

Ainsi, on a bien :

SC2

v D>
Fa)={1+2 7727

0 stx <0

)k ok

8. Montrer que F réalise une bijection de R ysur [0;1[. Expliciter F~1(y) pour y € [0;1[.

F étant la fonction de répartition de X qui admet pour densité f, on a pour tout x € R’ :
2x
———= >0
(14 22?)
Ainsi, F' est strictement croissante sur Ry. Comme elle y est continue, F' réalise une bijection de Ry sur

[0,1[(car F(0) =0 et EgéF(:L’) = 1).

F'(2) = f(z) =
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Soit y €]0,1[. On résout y = F(x) pour x € R

2

L 2
?JZF(@@?JZW@?JG‘H’J):@’

@y—i—ymZ:xQ@y:xQ(l—y)
Yy

2

&7’ =

Sr==+ Lpossiblecaryé[o,l[donc Y >0
1—y 1—-y
_ Y
S = car v >0
V1-y
F

possible car y < 1

Ainsi

X 3k ok

2
1+ X2
(a) Déterminer alors Y (2).

REPONSE:

9. On pose Y = et on note G la fonction de répartition de Y.

X2
X étant a valeur dans Ry, on en déduit que Y = X2 F(X) est a valeurs dans [0, 1].
Ainsi, Y () = [0, 1].
* * *

(b) Expliciter G(y) pour y € [0; 1] et en déduire la loi suivie par Y.

Soit y € [0,1]. On a :

Comme Y (2) = [0,1[, on a : G(y) =0 pour y < 0 et G(y) =1 pour y > 1, ce qui donne :

0siy<0
Gly) =X ysi0O<y<1 soit Y — U ([0, 1]) .
1 sty geg 1

X 3k ok

(c) A Daide de la question 9, exprimer X en fonction de Y et compléter le script Python suivant,

visant a simuler la variable aléatoire X.

def simul_X():
Y=rd.rand ()
return

Cours de mathématiques ECG 2

17 /19




REPONSE:

Y
On obtientX:\ v et

def simul_X(): ‘
Y=rd.rand ()
return np.sqrt(Y/(1-Y))

X Xk Xk
10. Pour tout réel A > 0, on introduit la fonction T}, définie sur RY par

1
Th(z) = 7% Pixsqa(X <z +h)

(a) Soit x > 0 fixé. Montrer que

. [l
N Th(®) = T Ry

REPONSE:

Soit x un réel strictement positif fizé. Montrer que : flLin% Th(x) =
—

f(z)

1_7%. SOthE>O Ona N

X Pix>q([X <2+ hl)

P(X>x)n(X <z+h))

P(X > )
Plx <X <xz+h)

1-P(X <x)
F(x+h)— F(x)
1—F(x)

F(;r—l—h)—F(x)x 1

h 1—F(x)
F(x+h)—F(z) F(x+h)—F(x)

h  (z+h) -2
Or, F est dérivable sur R (donc en x ) de dérivée f, ce qui donne par définition du nombre dérivée :

F(z +h) — F(z)

Sl Il i
X X X

un taux d’accroissement.

On reconnait dans le terme

%ii% o = f(x) et enfin :
f(x)
lim 7; =
i Th(®) = TR
* * *
. _ f@) . , y
(b) Pour tout réel = > 0, on note T'(z) = =R La fonction T' s’appelle le taux de panne associé
— F(x
a X. Déterminer explicitement T'(z).
Pour tout réel x > 0, on pose : T'(x) = 1“;2) Déterminer explicitement T'(x). On connait les expres-
— F(x
stons de f et F'. On obtient :
2z 2x
T(a) = @) @D Gren? 20
1-Fl) 1-{2, g 1+2°
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(¢) Pour tout réel x > 0, vérifier que

Flz) = 1— exp (— /O mT(t)dt)

REPONSE:

xX
Pour tout réel x > 0, exprimer l’intégmle/ T(t)dt en fonction de F(x) puis la calculer. On a, l'intégrande
0

‘ [ )
/0 T(t)dt = /0 e O
~ [~ In(L - F(t)o

=—In(1 - F(z)) + In(1 — F(0))
=—In(l - F(z)) carF(0)=0

étant de la forme —u'/u :

Ainsi : /0 T(t)dt = —In(1 — F(x)) et

Flz)=1—exp (— /0 xT(t)dt)
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