CORRECTION D’EXERCICES

Estimation

. Correction de I’exercice n°10

1. Si z < 0 on a clairement lif}rl Fx, (z) =0.Siz >0, alors il existe un rang Ny € N tel que pour tout n > Ny,
n—-+0oo

z < 2n. Alors

2
Fx, (r)=1—exp <—ax— ;1) —1—e %

Ainsi (X,,) converge en loi vers X ou X suit une loi exponentielle de parametre a.
2. (a) Soit (c,d) € R%

Pc<Z<d)=P(Z>c)-P(Z>d)=e°—e"
Plc<Z<d) = 1-« ef—ed = 1-a el = e“—1+a d = —In(a/2)
{ P(Z<¢) = /2 (:){ 1l—e ¢ = «af2 (:){e_c = 1-«/2 {c = —In(l—-a/2)

(b) Pour tout t € R,
0 sit<0

P(aZSt):P(ZSt/a)ZFz(t/CL):{1et/a sinon

Ainsi aZ suit une loi exponentielle de parameétre 1/a.
() .
c
P <a € |:)(n, )(n:|) = P(aXn € [C,d])

Or en reprenant la question précédente on montre que (aX,,) converge en loi vers Z, donc

. c d

(d) Cet intervalle est un intervalle de confiance asymptotique du parameétre a au niveau de confiance 1 — a.

. Correction de ’exercice n°12
1. On sait que pour tout i € [1, n], X;(€2) = R%. Donc pour tout n € N* :
L,(2) CRL M, () C R

Ainsi pour tout t € R™ % :
Fp,(t)=Fun,(t) =0

Soit t € R

=1-P <ﬂ[Xl > t}) =1- HP(XZ- >t) par indépendance

=P (ﬂ[Xi < t]) = HP(Xi <t) par indépendance

=1

= (Fx, ()" =|(1—e)"
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Les fonctions de répartition sont donc

e sinon e

0 i t<0 0 i
Fr, (t) = {1 ot iy - Fa,, (t) = {(1 _ ey iy

2. Comme n > 1 et A >0, Y,(Q) C R. Ainsi pour tout ¢t € R :
Fy (t)=0

Soit t € R
Fy, t)=PY, <t)=P(L,<t/(n\)=1-¢""

sinon

On retrouve la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parameétre 1. Ainsi |Y < £(1) |

3. (a) Commen >1et A>0,Z,(2) CR. Soit t € R.
Fz, (t) = P(M, < (t+1In(n))/X\)
Donc si t < —In(n), Fz,(t) =0. Sit > —In(n),

(t+1In(n)
X

Fy, (£) = P(My < (¢ +In(n))/A) = (1 — ™

(b) Soit t € R. Comme n tend vers +oo :
IN € N*,¥Vn > n,t > —In(n)

Pour un tel N, et pour tout n € N

Or comme lim — =,
n—+ococ N

donc

Ainsi
lim Fy (t)=¢e ¢

n—-+4oo

e~

(c) La fonction F' : ¢t +— e~
aléatoire a densité. Ainsi

z. 5z

ou Z admet F' comme fonction de répartition.

r=(1-

" est continue et dérivable sur R, c’est donc la fonction de répartition d’une variable

Y,
4. (a) On a vu a la question 2 que Y;, = nAL, suit une loi exponentielle de parameétre 1. Ainsi E <;) . On
en déduit que, si on pose L,, = nL,, il s’agit bien d’un estimateur de p dont le biais vaut
~ 1
bx(Ln) = E(nLy — p1) = R T 0
(b) Le risque quadratique est donné par la formule
. ~ ~ \g ~ Y, 1 1
PA(E) = V(En) +ba(En)? = V(E) = V() = 55V (Va) =| 55
(c) Soit € > 0.
P(|Ly—pl>e)=1-P(Ly—p|<e)=1-Plu—e<L,<p+e)
R e ) B R O () By e
n n n n
—1_ (1 _ e—)\(,u+s)) 41— e—)\(u—s) :‘ 1+ e~ 1-Ae _ o—1+Ae
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(d) La quantité précédente ne dépend pas de n donc elle ne peut pas tendre vers 0 en +oo.

‘ L’estimateur n’est donc pas convergent. ‘

()

_ _ON -8 @
PY < —In(1 2) 1—e 1-(1 2) 5
et « (0%
P(Y>—1n(—):1—P(Y<—ln(—)—l—(l—eln(%)):i
(f)
EH EH
= _— <y <] —
P € lan) P(-ln(a/z) SHS —1n(1—a/2)>

= P(—u(n(l - 0/2)) < Fn < —p(in(~a/2)) = P(~Au(In(1 — a/2)) < AL, < —puA(In(—a/2))
=P(—In(1 —a/2) <Y, < —-In(—a/2))
=1-PY,>-In(—a/2))— PY,>-In(l—a/2))=1—-«

Ainsi I, , est un intervalle de confiance de p au niveau 1 — a. ‘
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