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MATHEMATIQUES
06 Octobre 2025
EXERCICE

Toutes les matrices de cet exercice sont des éléments de ’ensemble My (R) des matrices carrées d’ordre 2 a.
coefficients réels. On note I la matrice identité de Ms (R). On rappelle qu'un élément A de M3y (R) est colinéaire
I ¢’il existe un réel A tel que A = AI.

On définit les deux applications suivantes de Mz (R) dans R, notées d et ¢, par : pour tout élément A = (a;;), <ij<2
de .My (R) d(A) = a1,1022 — a1,2021 €t t(A) =ai,1 +azpo.

1. Soit A et B deux éléments de M3 (R).

(a)

(b)

20
Ona2[-<0 9

Donc d (21) # 2d (1)

Conclusion : d n’est pas linéaire.
: bii b
Soit A — (@ @2 o p_ (011 b2
as a2 bo1 b2

On a alors A B — (an alz) <b11 512> _ <a11b11 + ai2ba1  a11bia +a12522>

)doncd(QI)—2-2—0'0—4alorsqued(f)—1

a1 a2 ) \bar b2 a1b11 + az2ba1  az1b12 + aznban

d(A)d(B) = (a11a22 — a12a21) (bi1baz — bi2b21)
= a11a22b11022 — a11a22b12b21 — a12a21b11b22 + a12a21b12021

et

d(AB) = (a11b11 + a12b21) (a21b12 + a22b22)
— (@21b11 + ag2ba1) (a11b12 + a12bo2)
= a11a21b11b12 + a11a22b11b22 + a12a21b12b21 + ai2a22b21b22
— [a11a21b11b12 + a11a22b12b21 + a12a21b11b22 + a12022b21b22]
= ay1a22b11b22 + a12a21b12b21 — a11a22012b21 — ai2a21b11b22
=d(A)d(B)

Conclusion : ‘d (AB) = d(A)d(B) pour toutes matrices A et B‘

Si A et B sont semblables, il existe P tel que A = PBP™!

Donc d(A) =d (PBP™ ') =d(P)d(B)d(P™')=d(P)d (P ')d(B)=d(PP'B) =
On peut aussi remarquer que d (PPfl) =d(P)d (Pil) d’une part et d (PPfl) =d(I
Donc d (P™') =d(P) " et d(A) =d (PBP™') =d(P)d(B)d(P™') =d(B)
Conclusion : ‘Si A et B sont semblables, on a : d(A) = d(B). ‘

d(B
)=1.
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2. (a) t est définie sur M (R) & valeurs dans R donc application de Ms (R) dans R.

: ail a2 b1 bi2 aary + Bbir aaiz + Bbia
o <a21 a22> ¢ <b21 b22> onc ad + 5 (Oéam + Bba1  aze + Bbao

t (0 A+ BB) = aagy + Bbi1 + aaga + Bbag
= a (a1 + az2) + B (bi1 + ba22)
= at (A+) pt (B)

Conclusion : ‘ t est une application linéaire de M3 (R) dans R ‘

On a Im (t) C R et elle n’est pas réduite a {0} (¢ () =2 ). Im (¢) étant un sous espace de R on a donc
Conclusion : ‘Im (t) =R et dim (Im (t)) =1 ‘

le théoréeme du rang donne alors

Conclusion : ‘dim (Ker(t)) =4—-1= 3‘

(b) Soit A = (an a12> et B = <b11 b12> et donc
as1 G99 ba1  boo

_ (a11b11 + a12b21  a11b12 + a12bao
AB = et
a21b11 + a22b21  a21b12 + az2ba2

t (AB) = a11b11 + a12b21 + a21b12 + agebas et

_(a11b11 + a21b12  a12b11 + az2bi2
BA =
a11bo1 + as1baa  a12bo1 + azebos

t (BA) = a11bi1 + a21b12 + ai2ba + azabaa

Conclusion : ‘si A et B sont deux éléments de My (R) on a : t(AB) = t(BA) ‘
(¢) Donc si A et B sont semblables avecA = PBP' onat(A) =t (PBP™')=t(PP™'B) =t(B)
Conclusion : ‘si A et B sont semblables, on a : t(A) = t(B). ‘

3. Soit A un élément donné de My (R) non colinéaire a I.

(a) Comme A et I sont deux matrices non colinéaires, elles forment une famille libre et « et 8 sont uniques.

Reste a démontrer ’existence :

2
A= <a11 a12> ot A2 — < aiy +azaz a1 (an +a22)> ot oA+ B = <6+aau a2 >
as a2 az (a11 + age)  asy + ajza aazy [+ aa

2 _ _
Done A2 = aA + BI (an +apan =+ aann a2 (e + ax) = aarr >

2
ag (@11 + ag2) = aasr  asy + ai2a21 = B+ aags
ce qui est vrai si (condition suffisante) o = a1 + age =t (A) et

2 2
B = aj; + ai2a21 — aary = aiy + apaz; — a1 (a1 + ag2)
= a12a21 — a11a22 = —d (A) et

8= a%Q + a10a91 — xagy = —d (A)

(b) Conclusion : | =t (A) et § = —d (A) sont les seules solutions de A% = oA + BI.

4. Soit A un élément donné de My (R) non colinéaire & I. On note u I'endomorphisme de R? dont A est la
matrice associée dans la base canonique (eg, e2) de R? On pose : w = eq + €.

(a) Si les trois sont vecteurs propres, il existe alors trois réels tels que wu(e;) = ajer, u(e2) = ages et
u(er +e2) = az (e +e)
et par linéarité : u (e; + e2) = u(e1) + u(e2) = are; + ages.
Donc a3 (e1 + e2) = ajeg + azes et comme la famille (eq, e3) est libre alors a1 = ag = ao.
Et pour tout vecteur v = xe; 4+ yea on a u (v) = ajv donc u = aild et A = ol
La contraposée est alors

Conclusion : ‘les trois vecteurs ej, eo et w ne peuvent étre simultanément vecteurs propres de wu.
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(b) (x,u(x)) n’est pas une base si les deux vecteurs mx et u (x) sont liéés.
Donc si z est vecteur propre.

Or, un des trois vecteurs e, ey et w n’est pas vecteurs propre et donc pour un de ces trois vecteurs
(non nul) .(z,u (x)) es tlibre donc base (dim R? = 2)

Conclusion : |il existe au moins un élément non nul x de R? tel que la famille (2,u (z)) soit une base de R?

(c) On a u(x) = 0z + lu (x) d’ou ses coordonénes dans la base (z,u (z))

Et comme A% = @A+ SI. on a alors u? = au+ BId et (u(z)) = Sz + au (z) donc avec a = § = —d (A)
et b=a =1t(A) (indépendants de x )

Conclusion : |la matrice de u dans la base (z,u (x)) est (

(0 —d(A)
(d) A est donc semblable a ( 1 t(A) >

gt
et YA n’est pas colinéaire & I non plus, A est semblable & < (1] td(t Af)l) >
Enfin, comme d (4) = d (*A) et t (A) =t (*A) alors

Conclusion : | A est semblable & sa transposée A

5. Soit A un élément donné de Mz (R) et C(A) 'ensemble défini par C(A) = {B € M3 (R) / AB = BA}.
(a) On vérifie les 3 criteres :
e C(A) C M3 (R)
o avec 0 la atrice nulle, A0 = 0A donc 0 € C(A)

« SiBet B'€C(A)et aet fréels, A(aB+ B') = aAB+ BAB' = aBA+ B'A= (aB+ B') A
Donc aB + 8B’ € C (A)

Conclusion : ‘C (A) est un sous-espace vectoriel de My (R) ‘

(b) Si A est colinéaire avec I alors toute matrice commute avec A et C (A) = Ma (R) et dim (C (4)) =4

Si A n’est pas colinéaire avec I alors il existe P inversible telle que A = P ( (1) _15621(41;1) ) p!

Soit B € My (R) et B'= P~!BP = (Z b> on a :

d
e (7)o (3

0 —d(A) a b\ ([ —cd(A) —ed(A)
aVec<1 t(A) ><c>e><<a+ct(A) b+et§A)>
AN (b bt(A)—ad(4) done
“\e et(A)—cd(4)
b=—cd(A) bt(A)—ad(A)=—-ed(4)
e=a+ct(A) et(A)—cd(A)=b+et(A)

—la+ct(A)] d(A)

AB:BA<:>{

b=—cd(A) —cd(A) t(A)—ad(A

par substitution < { e=a+ct(A) 0=0

b=—cd(A)
<:>{ e=a+ct(A)

Donc C(A) = {P <CC‘ a‘fj;é%) P'/ace R} et en notant M = P < 0 —d(4) ) Plona
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C(A) = Vect (I, M) famille qui est libre (si af + M = 0 alors P~ (al + BM)P = 0 et ol +
0 —d(A -
6<1 t(jgl))):Odoua:B:O)

Conclusion : ‘ (I, M) est une base de C(A) et donc dim (C(A)) = 2 si A n’est pas colinéaire avec [

Bilan : exercice calculatoire avec une idée pour les propriétés de la semblable. Autonomie indispensable a la
derniére question.

PROBLEME

Dans tout le probléme, on considere la suite (uy,),, o définie par ug = 0, u1 = 1 et la relation pour tout n de N,
Un+2 = Un+1 + Up -
La partie II est indépendante de la partie I et la partie III est indépendante de la partie II.

Partie I. Analyse

1.

(a) Par récurernce, pour tout n : u, € N
c’est vrai pour n =0et n = 1.

Soit n € N tel que u, € N et up41 € N alors up 2 = upy1 + u, € N (récurrence a 2 termes)

Conclusion : ‘pour tout ne N:u, € N‘

et pour tout n > 0 : upyo — Upt1 = up > 0 (car u, € N) donc a la suite est croissante & partir de
I'indice 1, et comme ug < uy

nclusion : | (u une sui roissan ntiers naturels.
Conclusio n)nen €St une suite croissante d’entiers naturels

(b) Si elle est cinvergente vers une limite finie £ alors wy,, un+1 €t up42 ont cette méme limite
et comme Up49 = Upy1 + Uy alors £ =L+ ¢ d’ou £ = 0.
Mais comme la suite est croissante et que u; = 1, c’est impossible.

Conclusion : | La suite n’est pas convergente‘

Dans toute la suite du probléme, a et b (a > b) désignent les deux solutions de I’équation du
second degré suivante : 2> —z —1=0

2.
1 5 1—+/5
(a) Le discriminant est A=1+4=5doua= +2\[ et b= 2\[
1 1-—
Doncl—-—a=1-— +2\/5: 2\/5:()
ab:1+\/51_\/521_5:—1d0ncb:—l
2 2 4 a
1
Enfin, 1 <5< 9donc1<+v5<3doncl< +2\/5<2

1
Conclusion :|b=1—a=—-¢et 1< a<?2.
a

(b) La suite u est récurrente linéaire du second ordre a coefficients constants d’équation caractéristique
22 —2x—-1=0 ayant pour racines a et b.
I ) =0=A+18B
Et il existe donc A et B réels tels que, pour tout n : u, = Aa™ + Bb" avec { uZlLO: 1= aAj_— bB

1

_ B=-—L
B=-A — i/g cara—b=+5
uy=1=(a—->)A A= —

V5

Conclusion : |pour tout n de N, on a : u,, =

(" ")

Lycée Internationnal de Valbonne ECG 2 4/14



1 1 b 1 1
—(a"—b") = —a" (1 - (b/a)") et comme — = —— et — < 1 alors
T2 @ =) = e (1= (b)) : ¥

. 1
Conclusion : |u, ~ —=a" lorsque n tend vers +oo

V5

3. On pose, pour tout n de N : 8, = up11 — auy,.

()

b
‘<1et
a

(an-‘rl _ bn+1) Ups1 — ai (an o bn)

V5
(=b+a)b™ avec a —b =5

Bn:

S
5= 5
ot ot

Conclusion : ‘ Bn = b" pour tout n € N

4. On rappelle que pour tout réel z, la partie entiére de x est l'entier noté |z]| qui vérifie : |z| <z < [z] + 1.

(a) Etablir, pour tout n de N, Iégalité suivante : [ausg,| = ugni1 — 1
Puisque u2,41 — 1 et unentier, il suffit pour cela de montrer que ugn4+1 — 1 < aug, < ugpy1 :

U2n41 — QUop = Pop = b" >0 et
Up41 — U2y — 1 = PBo, — 1
=" —-1<0

car b=1—a € ]—1,0[ du fait que 1 < a < 2 et donc " <1
Donc ugnt+1 — 1 < augp < ugn41 et

Conclusion : ‘ lauay | = ugpy1 — 1

(b) En reprenant les calculs précédents, on a cette fois :

Ugp — QUgp—1 = Pon—1 = 02" < 0et
U2y — QU2p—1 + 1 = /821171 +1
=" t41>0

donc ug, < augp—1 < Uy + 1

Conclusion : ‘Vn e N*: |augp—1]| = UQn‘

5. Soit y un réel fixé vérifiant |y| < 1 et k un entier fixé de N.
(a) Ona:n*|y[" = n= 22 |y" et comme |y|" = o (n_(k+2)> car |y| < 1 alors n* 2 |y" = |y|" /n~*+2) -
0 et n*|y[" =o0(n"?)
Or la série Zn_2 (de Riemann) est convergente, donc par majoration de termes positif la série

n>1
Z ’nk‘yn

n>1

converge et

Conclusion : |la série g nFy" est absolument convergente.
n>1

1 U 1 a\m
(b) on a montré que u, ~ —=a" donc n¥ — ~ ——nk (7)

\/5 on+1 2\/5 2

- E(Q\"
Or la série Zn (5) est convergente car
n>1

a
5’ < 1 (du fait que 1 < a < 2 ) et par équivalence de

Unp,
2n+1

termes positifs, la série E ‘nk
n>1

’ est convergente
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T est absolument convergente donc convergente

Conclusion : |la série g nk
n>1

(c) La série étant convergente,

R =Xy —u
Z 2nil = Z "+22n+1 n+l puisqu’il faut 1'utiliser
n=1 n=1
Z Un+2 = Un+1
= ontl Z o1 car chacune converge
"
um . ’ . PN
— Z om et on fait réapparaitre la premiere
m=1
+00 u
m
_42 2m+1 o Z oam+1
m=2
=X u U U =X u U
- m 1 2 m 1
m=0 m=0
+o0 Uy
:2ZW—1caruozoetu1:u2:l
m=0
=
s . n JE—
Conclusion : Z ol = 1
n=1
Bilan : des calculs qui demandent a étre bien menés.
Partie II. Algebre et algorithmique
11 11
1. Soit A la matrice carrée d’ordre 4 definie par : A = = 1001 )
211 0 01
1 1 11

(a) Les deux colonnes du millieu sont égales, donc les colonnes sont liées. Mais A est symétrique

Conclusion : | A n’est pas inversible mais elle est diagonalisable

1111 1111 4 2 2 4 2 11 2
(b)A2:1 1 001 1 00 1) 2 2 2 2 :1 1111
411001 1 0 01 2 2 2 2 211 111
1 111 1 111 4 2 2 4 211 2
1111 211 2 6 4 4 6 3 2 2 3
ot A3 — L 1 001 (1 1 11 (42 2 4 1(2 11 2
1 0 01 1 111 4 2 2 4 21 2 1 1 2
1111 211 2 6 4 4 6 3 2 2 3

Conclusion :|on constate que A% = A2 + A combinaison linéaire

3:a2+ad0nca(a2fozfl):0
—14++5 —1-+5
bt =

(c) Si «a est vlaeur propre de A alors «

o? — o — 1 a pour discrimminant A =1 +4 = 5 et pour racines

Donc les seules valeurs propres possibles sont 0, b et a.
A étant non inversible, 0 est bien valeur propre.
Courage et méthode. résoudre avec les écritures en racine va étre monstrueux. On reste formel.
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1 1 1 1 1
<—a T+ -y+-z+5t=0 L1—2<—a>L2
2 2 2 2 2
111 1 x 1
1 r—ay+-t=0 Ly
= i 8 8 i A-aD| ¥V | =0= 7 7
2 z “r—az+ot=0 Ly — Ly
1 1 11 t 2
L —i—l —i—l + ! t=0 L L
—r+-y+ =2 ——alt= -
2" T ¥ Tt T2 S
(|1 1 1 1 1 1
42— et |=—(z—allt=0 L1-2(=-a]L
R D I Ca | R RO
1 1
< §$_ay+§t:0 Ly et pour a # 0
oy —az=10 Ls — Ly
1 1
<2+a>y+2z—at:0 Ly— Lo
[1+a—20%]z+at=0 Li+Ly [2420—20%]2=0 L;— Ly
1 1 1 1
S St = L S St = L
— 29@ az—|—2t 0 9 — 236 az+2t 0 9
Yy==z Yy==z
(I+a)z—at=0 14+a)z—at=0

Avec 2 4 2a — 20 qui a pour racines a et b.

Conclusion : ‘O, a et b.sont les valeurs propres de A‘

(d) Par récurence :
Al =14 +04%
Soit n € N* tels qu’il existe a,, et b, avec A" = a, A + b, A? alors
A = A (anA + b, A%)
= a, A% + b, A3
= a, A* + b, (A% + A)
= by A+ (ay +by) A?

Conclusion : |il existe (an),cn+et (bn),cn- avec, pour tout n de N: A" = a, A + bp A2

(e) On a de plus apy1 = by, et byr1 = ay + by, donc ap42 = byy1 pour tout n € N et apt2 = ay + apt1 pour

tout n € N*
bn+2 = ap+1 + bn-‘rl = bn+1 +bn

Conclusion : | (a, « et (b, . vérifient la méme relation de récurrence linéaire d’ordre 2 que u,,.
neN neN

2. Pour calculer u,42 on a besoin de u, — u et de uy,11 — v
Quand on passe de n a n + 1 on a les substitutions : u, — up+1 €t Uptr1 — Unto
Il faut donc mettre de coté la valeur de v = u, 41 avant de ’écraser par wu,4o.
La valeur de k est 'indice du terme contenu dans u (pour k = 1, on calcule us)

Donc pour k£ =n — 1, le terme u,, sera contenu dans v.

def f(n):
u,v=0,1
for k in range(1l,n):
temp=v
v=u+t+v
u=temp

return (v)

3. Soit n un entier de N*. On dit que n admet une Z-décomposition s’il existe un entier » de N* tel que 'on
puisse écrire n = uy, + Uk, + - - - + ug,., ou, pour tout 7 de [[1,7]] k; est un entier supérieur ou égal a 2 et ou,

pour tout ¢ de [[1,7 — 1]] (avec r > 2), on a : k41 — k; > 2.
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(a) On liste les premieres valeurs de w,, :
n [0]1]23|4]|5|6|7 (8 |9 |10|11 |12 |13
up [0 111213581321 |34|55|89] 144 | 233
En partant du plus gros et en comblant les trous :
On a 37— 34 = 3 donc 37 = ug + ug avec 9 — 5 > 2
et 272 — 233 = 39
39—-34=5
Donc 272 = us + ug + u1g avec 9 —5>2 et 13—9> 2
Conclusion : |37 et 272 admettent bien une Z-décomposition.

b) et ¢) Soit n un entier admettant une Z-décomposition de la forme n = ug, + ug, + - - + ug, .
Pour r =1 on a n = uy, donc n < ug, +1
Soit r > 1 tel que si n admet une Z—décomposition a r temres alors n < ug, 41
alors si n admet une Z—décomposition a r + 1 termes n = ug, + ug, + - -+ + U, + Ug,,, on se ramene
a une décompostion a r termes :
n— Uk,,, = Uk, + Uk, + -+ + ug, admet une Z-décomposition a r termes donc n — ug, ., < ug, 41 et
n < Up,y + Uk.+1
et comme k,41 >k, +2donc k, +1 <k, —1
la suite u étant croissante ug, 11 < ug,,,—1 donc n < ug,,, + U, -1 = U,,,+1 (d’apres la relation
Up42 = Up+1 + Uy, pour Ventier n =k, — 1> 0 car ky41 > k1 + 2)

Conclusion : ‘Pour tout r > 1 si n a une Z-décompostion a r termes alors n < ug, 41 ‘

D’autre part, on a n = ug, + ug, + - - + up, > U,

Conclusion :

k; est donc le plus grand entier j pour lequel u; < n et k;, est donc unique‘

Le dernier terme de la décomposition étant unique, par une récurrence décroissante (avec n — ug, ) tous
les termes de décomposition sont uniques et leur nombre donc également.

Conclusion : ‘7“ est unique et (c) tout entier n admet une unique Z—décomposition‘

4.|import numpy as np
p=20

Res=np.zeros(p)

def procedureZ(n,Res):

i=p
while i>1
if uli|>n:
Res[i]=0
else:

Res[i]=u[1i]
n=n—u/1i]
i=i—1
return (Res)

A la fin de cette procédure il pourra rester 0 ou 1 dans n, et il faudrait completer la Z—décomposition

Partie I11. Probabilités

On effectue dans une urne qui contient des boules numérotées 0 ou 1 une suite illimitée de tirages avec remise
d’une boule. A chaque tirage, la probabilité de tirer une boule numérotée 1 est p (0 < p < 1) et la probabilité
de tirer une boule numérotée 0 est g, avec ¢ = 1 — p, et on suppose que les résultats des différents tirages sont
indépendants.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (€2, 4, P). On s’intéresse au nombre de
tirages nécessaires pour obtenir deux boules numérotées 1 de suite, c’est-a-dire lors de deux tirages consécutifs. On
définit, pour tout ¢ de N*, les événements S; : "le i-iéme tirage donne une boule numérotée 1 ", et B; = S; N S;41.
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Si au moins un des événements B; se réalise au cours de 'expérience, on note Y la valeur de I'entier j correspondant
au premier événement Bj; réalisé. Sinon, c’est-a-dire si aucun des événements B; ne se réalise, on attribue a Y la
valeur 0. On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (2, A, P).

Par exemple, si le résultat de ’expérience est : 0,1,0,0,0, 1,1,0,1,1,1,0, ., alors Y prend la valeur 6.

1. (a)
(b)

B; = S; N S;11 indépendants donc P (B;) = P (S;) P (Si1) = p?

Y (©) = N (la valeur 0 jouant un réle particulier)

en listant les possibles :

Y=1)=BetP(Y =1)=p?

(Y =2)=58 N8 NS;5et P(Y =2) = gp® par indépendance

(Y =3)= (371 NSy NSz N 54) U (51 NSy NSz N S4) incompatible donc P (Y = 3) = (q2 + qp) p? = qp?
carp+qg=1

2. Pour tout n de N*, on note C,, ’événement "lors des n premiers tirages il n’apparait jamais deux fois de
suite une boule numérotée 1 ". On pose : Cy = Q2.

(a)

En listant les possibles :

P(Cy) =1

Ci1=5US =QetP(C1)=1

Co= (S1NS) U (S1NS)U(S1NS) et P(Cy) =q¢*+2pg =1—p

[Y = n + 2] signifie qu’on a pour la prmiére fois deux boules 1 en n + 2 et n + 3 donc
e que l'on a deux boules 1enn+2etenn+ 3
o qu’en n c’est une boule 0 (sinon on a Sy, 11 et Spi2)

e qu’avant il n’y a pas eu de double boules 1
Donc [Y =n+ 2] = C, N Spt1 N Spye N Spts, indépendants donc
Conclusion : |P ([Y =n + 2]) = p*qP (C,,) pour n > 1 et pour n = 0

Pour que C,, soit réalisé :

« soit il y a 57 et il faut et suffit alors de ne pas avoir de double 1 dans les n — 1 tirages suivants.
(méme probabiltié que Cj,—1 )

o soit il y a Sy et il ne faut Sy puis acun double 1 dans les n — 2 tirages restant (méme probabiltié
que Cp_2 )

(51,371) étant un systéme complet d’événements,
p (Cn) = PSl (Cn) p (Sl) + Psil (Cn) p (371)
=P (Cp—2) P (S2) P (S1) + P (Cy) P (S1)

Conclusion : ‘P (Cr) = qP (Cr—1) + pgP (Cp—2)pour tout n > 2‘

et comme P ([Y =n +2]) = p*qP (C,,) pour tout n > 0, on substitue pour écrire P ([Y =n +1]) =
p*qP (Cn_1) et P ([Y = n]) = p?qP (C_2) pour n > 2

On avait P (Cy,) = qP (Cp_1) + pqP (Cp_2)pour tout n > 2 donc (en divisant par pq # 0)

PY=n42)=¢P(Y =n+1)4+pgP (Y =n) pour n > 2

FEt on teste la relation pour n = 1.
donc
gP (Y = 2) + pgP (Y = 1) = qqp” + pap’

=qp* (¢ +p)
—P(Y =3)

Conclusion : pourtoutnGN*:P(Y:n+2):qP(Y:n+1)+qu(Y:n)‘
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4. On suppose dans cette question que p = ¢ = 1/2.

(a) On peut faire une récurrence a deux termes ou éviter la récurrence

—+00

n=1

en vérifiant sur 22?_1 les conditions initiales et la relation de récurrence caracérisant (P (Y =n)),, cy-
1 1
%:Z:pzzP(Y:I) : %:§:qp2:P(Y:2) et pour tout n € N* :
Un+1 Un  Unyl Up
Qo2 TP9onsi = 9nt3 T ontd
1
= oni3 (Un+1 + un)
__un+2
T on+3
. . u
Conclusion : | pour tout n de N, ona: P([Y =n]) = 2nil
+oo
(b) (Y =n),,cy est un systéme complet d’événement donc Z PY=n)=1letP(Y =0)= 1—2 P(Y=n)=
=0
—+oo u !
n
1- Z on+1
n=1
= u
Etonavuaulbc) queZanl =1
n=1

Conclusion : ‘P Y =0) = 0‘
(¢) On note E(Y') 'espérance de Y.

400
Si la série est abosument convergente, E (V) = Z nP (Y = n) ce qui équivaut a sa simple convergence.
n=0

Un

N N
z:nP(Y:n):O—i-Z:nzn+1
n=0 n=1

e (6-(3))

T oB Ll0—a/2?  (1-b/2)?

Donc la série est abolsument convergente, Y a une espérance et (b=1—a =

1 a/2 — b/2 car ’g’<1et é <1
( 2 2

(14 V) (14 +6v5) - (1- V5) (14 - 6v5)

=2
(9-5)°
44 +20V/5 — [44 — 20V/5]
=2 2
40v/5
=2 4\[:5\/5

Conclusion : |Y a une espérance et E(Y) = 5‘
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(d) On calcule I’espéarnce de Y :

v fi ("))
24/5

[a/2 (1+ a/2 Cb/2(1+ b/z)}
1—a/2)* (1-1b/2)*

Donc Y? a une espérance et

2-a® (2-b)°
L0+ VE) (B+VE) L (1-V5) (5 VE)
(3-V5) (3+V5)

avec (3—\/5)3 :72—32\/5:8<9—4\/5) et <3—|—\/5)3 :8<9+4\/5> donc
Vi, (v?) = (10 4+ 6v/5) 8 (9 +4v/5) — (10 — 6v/5) 8 (9 — 4V/5)

\/5E(Y2) _ a24+a) b(240)

2 4
g o (5F3V5) (9+4V5) — (5-3V5) (9 - 4v5)
—38. =
47
=5 5

Donc E (Y?) =47 et V (V) = 47 — 25 = 22
5. On revient au cas général : O <p<letqg=1-—0p

(a) L’équation du second degré Q (z) = 2% — gz — pg = 0 a pour discriminant A = ¢* 4+ 4pg > 0

q— VA q—+ VA
<r=
2 2
(b) On connait le signe d’un polynoéme du second degré par rapport & ses racines :

Q0)=-pg<0doncs<0<r

Q(l)=1—q—pg=p—pg=p(l —q) =p* > 0donc 1 est exterrieur aux racines et 1 > r (puisque 1
n’est pas inférieur a s )

Q(-1)=1+qg—pg=1+q(1—p)=1+¢*>>0donc —1<s

Comme s <Oonals|=-setr+s=gqg>0dou

Elle a donc deux racines distinctes s =

Conclusion:‘.—1<s<O<7“<1et7“>|s|.‘

(c) On pose A = q + 4pq.

On avait, pour tout n e N*: P (Y =n+2)=¢P (Y =n+1) +pgP (Y =n)
2

suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coeefficients constants d’équation caractéristique = — gx — pg =0
Donc pour tout n € N* : P (Y =n) = Ar" 4+ Bs" avec A et B satisfaisant les conditions pour n =1 et
pour n =0
P’ p?
On vérifie que c’est le cas pour A= ——= et B=——=":
! P VA VA
2 2 2 2
p p D D (\f)
r— s = r—s)=-——= (VA
A e TR A
=P =1)
2 2 2
b2 P 2 p
re — §° = r—s)(r+s
VA VAT TvaUTIrd
2
- 2= (Va)q
A
=P =2)
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Conclusion : |pour tout n de N* ona: P([Y =n]) = —= (r" — s")

+oo
P(Y>1)=) P([Y =n])
n=1
+oo 9
—_ L(’F”—Sn)

5

3

car chacune converge

I
’BI\D
TN \Jr
(3%
%
\
(%
%
SN——

;Zi n=1 n=1

P> 1 1
:ﬁ 1—r 1—s >et

(1—7“)(1—3)2(2_(1_@) (2—q—|—\/5>
2 2

:% (2—Q)2—A)
23(4—4q+q2—q2—4(1—qm)
:%(4q2—8q+4)
= (¢ —1)? = p? donc

Conclusion : ‘P (Y =0)= O‘

p?
(e) Y admet un monment d’ordre k > 0 si la série Z \/» nk (r

" — s™) converge absolument

Or |[r" —s"| <r" + "
Reste a voire la convergence des séries E nFrm et E nFs"

n>0 n>0

nFrn = k2002 avec ¢? = o (n_r) donc nfr™/? = 0 et nFr* =o (r”/2>

Or Z ™2 converge car V| < 1.
n>0

Donc par majoration de termes positifs, g nkrm converge et de méme pour E nksm
n>0 n>0
»?

\F

Conclusion : \Y admet des moments de tous ordres \

+00
Finalement, par majoration de termes positifs, Z

nk (r™ — s") est abolsument convergente.
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+oo pQ p2 [+o00 +o0
ngl ﬁn (r'* —s") = JA _; nr’ — nz::lns"]
PP ro s ]
VAL -r)? (1)
P _q—s-;/Z (2—q—25-\/5>2 q—g/ﬁ (2—q;\/5)2
VA !
1 2 2
- (4+VE) (2-0+VA) - (4= V&) (2~ 4 V)]
1 (q+\/Z>(4+q2+A+4\/K—2q\/K—4q)2
8p?VA —(q—\/g) <4+q2+A—4q—4\/Z+2q\/K)
1
- o vE 2VA (~¢* + A+ 4)]
+1
= gz pa 4 =2
Conclusion : |E(Y) = pqp—;— ! qui coincide bien dans le cas p = ¢ = %

1
(f) Montrer, pour tout réel x vérifiant |z| < —,
r

On a |rz| < 1et |sx| <1 car |s| < r donc les séries r"x" et r"s" sont absoluemet convergentes et la

série Z P ([Y =n])x" est absolument convergente par majoration de termes positifs.

n>1

+o0o
On pose alors : g(x) = Z P([Y =n])z".
n=1

1
(g) Pour tout réel z vérifiant |x| < —,
,

+o0
S P(IY =nl)a" =

ﬁﬁfﬁﬁf S|

i
N

[+o0 +o0

Z (ra)" — Z (sx)"]

1 1

Ln=1 n=1
-1- 1
|1 —rx 1—sz * }

N

3
8

e

5

| 1—rz 1-sx
VA
(1-25%) (1-552)

Ap’a

(2-

qr + \/ZSU) (2 —qr — \/Zx)

dp’a

q2x2

—4qr — Ax? + 4
4p*x

q2$2

—4gz — (¢* + 4pg) * + 4
P’z

1 — qr — pga?
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2
. P
Conclusion : |g(r) = ———.
1 — gz — pgz?

6. On suppose dans cette question que p = 2/3.

On a donc g(z) =

(a)

()

4
5T 4z

1—%x—%$2:9—3x—2x2

3
9 — 3z — 222%,a pour dicsriminant 9 + 72 = 81 et pour racines 3 et —3

33
Donc g est dérivable C? sur ] 55 { comme quotient de fonctions C? de dénominateur non nul.

_ 4(9 -3z — 22%) — 4 (-3 — 4x)

/
) =
g () (9 — 3z — 222)*
36 + 822
= 5 >0
(9 — 3z — 222)
. . 3
Donc g est strictement croissante sur ] 33 [
3- ) 3 .
En 2 19 —3x —22° = —-2(x+3) T -3 — 0" donc g (z) = +00
3+ ) 9 9.9 1. L .
En —5 9—3z — 22" =9 — 35 = —36 donc g (z) — —EEtudler les variations de la fonction g
. 3 3
sur l'intervalle [ = | —=, =
2°2
g est C? et
8

g" (x) = — (42° + 54z +27)

(222 + 3z — 9)°
Soit f (z) = 4x> + 54z + 27 dérivable sur R et

f(x) =122 454 >0
1 1\* 1 1
en —§:f(:c):4 ~5 + 54 ~3 —1—27:—5 eten0: f(x)=27>0
-1 -1

f étant continue et strictement croissante sur }2,0[ elle réalise une bijection de ]2,0{ dans

-1

—,27
sl

-1
et comme 0 € ] 5 27 [, I'éqaution f (x) = 0 a une unique solution « dans cet intervalle.

Comme f est strictement croissante sur R, elle n’en a pas d’autres.

3 3
x —3 o 3
f(x) - +
q" (x) + 0 -
g (x) N Ve

3
Donc g est concave sur ] —5 a[ et convexe sur l'intervalle }a, 3 [

Et il n’y a pas d’autres réels « vérifiant cela.

: : 3 3 (3 36 + 82 20
On trace 'asymptote verticale en 3 la tangente en —3 depenteg | —= | = =

3 9\2 37
2 (9+33 —29)° 37
et on part concave (donc sous la tangente) et on redresse pour partir vers I’asymptote

Bilan : des calculs de sommes sécurisés pour la pluspart mais lourds a mener.
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