Correction de ’exercice n°1

Soit (un)n>o la suite définie par ug € [0, 1] et pour tout n € N par u, 11 = u, — u2.
1. Etudier le signe, monotonie et convergence de la suite (Un)n>0-

REPONSE:

Nous allons montrer par récurrence que pour tout n € N, u,, € [0,1].

¢ Initialisation :
Pour n =0, la réponse est donnée dans l’énoncé, donc l’initialisation est acquise.

o Hérédité :
Soit n € N. On suppose que u,, € [0,1]. Montrons que u,41 € [0,1].

On sait que Up41 = Uy — u% = up (1 —wuy,). Or par hypothése de récurrence u,, € [0,1] donc 1 —w, € [0,1] et par produit
Un+1 € [0, 1]

¢« Conclusion :

{ Pour tout n € N, u,, € [0, 1]}

Par ailleurs, pour tout n € N, up 11 — u, = —u2 < 0.

[ Donc la suite (u,) est décroissante.]

D’apres le théoreme de la limite monotone, comme la suite est décroissante et minorée, elle converge.
La fonction f : x v+ x — 22 est continue sur [0,1], donc £ est solution de l’équation f(x) = x, c’est a dire v = v — x
donne £ = 0.

2 ce qui

[ La suite (u,) converge vers 0.]

* ok ok

2. Ecrire une fonction Python, prenant en entrée a et n et rendant le couple (U1, U2) avec U1 liste des (ug) ke, €t U2
liste des (u?)

ke[l,n]’

def f1(a,n):
u=[a]
u2=[a*+2]
for k in range(1,n+1):
w.append (u[k—1]—u[k—1]+%2)
u2. append (u[k]*+2)
return (u/n],u2[n])

* ok ok

3. Ecrire un programme Python permettant de représenter graphiquement les 100 premiers termes des suites (up)n>0 €t
(u2)n>0. On prendra a = 2

5.
REPONSE:

1l suffit de modifier le programme pour qu’il renvoie la liste des éléments.

def f2(a,n):
u=[a]
u2=[a*+2]
for k in range(1,n+1):
w.append (u[k—1]—u[k—1]+*%2)
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u2.append (u[k]*+2)
return (u,u2)

a=1/2

n=100

[u,v]=f2(a,n)
plt.plot(range(n+1),u)
plt.plot(range(n+1),v)
plt.show()

* % %

4. Montrer que la série de terme général u2 converge. Calculer sa somme.

Soit N € N.
N+1

N N N N

2
E ukzi Uk_E uk+1=§ uk—g Ui = Uy — UN41
k=0 k=0 k=0 k=0 =1

En passant a la limite, on trouve

[ La série converge vers uo.}

* K ok

5. On pose R, = > ;_, ui et T,, = > ;_, ui. En utilisant I'instruction Python np.cumsum(liste), écrire un programme

permettant de représenter graphiquement Sy = (Ry),,c1,100) €0 52 = (Sn)neqi 100)-

a=1/2

n=100

[u,v]:f?(a,n)

R=np . cumsum (u )

S=np . cumsum (v )
plt.plot(range(n+1),R)
plt.plot(range(n+1),S)
plt.show()

X K ok

un+1
Un

6. Montrer que la série de terme général In (

REPONSE:

) est divergente.

Soit N € N.
i In (Uk+1) _ ihl(ulwl) - i In(ug) = NZH In(u;) — iln(uk) =In(unt1) — In(up)
k=0 Uk k=0 k=0 i=1 k=0
Comme la suite (uy) converge vers 0, limy, oo In(Up41) = —00.

Un,

.. . Un+1 .
{Donc la série de terme général In < > est dwergente}

* ok ok
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7. Ecrire un programme permettant de représenter graphiquement (Tw)nef1, 1007, Ot pour tout n € N*,
T, = Yoy In (42),

def f3(a,n):
u=[a,a—ax+2] % liste contenant u 0 et u_1
In =[]
for k in range(1,n+1):
u.append (u[k]—u[k]x+2)
In.append(np.log(u[k+1]/u[k])
T=np . cumsum (Iln )
return (T)

a=1/2

n=100

T=f3(a,n)
plt.plot(range(1,n+1),T)
plt.show()

* ok ok
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Correction de ’exercice n°2

On consideére la fonction f définie sur ]0, 1] par :

) In(1—2x)
frx— —ln(a:)
Partie A : Etude de la fonction f
1. Montrer que f est dérivable sur |0, 1] et que 'on a :
vz €10,1], f'(z) = ! (—zIn(z) — (1 —2) In(1—z))

z(1—2x) (ln(x))2

La fonction f est dérivable sur |0, 1] car elle est le quotient f = % o1 :
2

o fi:x—1In(1—x) est dérivable sur]0,1[ car elle est la composée f1 = g2 0 g1 ot :
—g1r:r—1—x est:
x dérivable sur 0, 1],
* telle que : g1(]0,1[) < ]0,1[.
— g2 iz — In(x) est dérivable sur]0,1][.
o fo:xwIn(z) :
— est dérivable sur 10, 1],
— NE S’ANNULE PAS sur 0, 1].

’ La fonction f est dérivable sur 0, 1][. ‘

Soit x € ]0,1].
f'(z)% In(z) — In(1 — x) % _ —%‘(\TZLL In(z) — In(1 — z) é‘% _ - In(z) — (1 —2) In(1—2x)
' (ln(x))2 x(1—2x) (111(.7:))2 x(1—2x) (111(7;))2
1
On a bien :Vx € |0,1[, f'(z) = s (—zIn(z) = (1—-2) In(l —x)).
10,1[, f'(x) (=) () ( () = (1 —2) In(1 - ))

Xk ok

2. (a) Justifier : Vt € ]0,1[, ¢t In(¢) < 0

Soit t € ]0,1].
Alors In(t) < 0 (par définition de la fonction In) donc t In(t) < 0(par multiplication part > 0) ’Vt €10,1[, tIn(t) <0 ‘

* % %

(b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur ]0, 1[.

REPONSE:

Soit x € ]0,1].
o D’aprés la question 1, on a :
1
z(1-2) (In(z))?

Or:x>0,1—2>0et (ln(:L'))2 > 0. Ainsi : (1 —x) (111(1'))2 > 0.
On en déduit que le signe de f'(x) est celui de la quantité —z In(x) — (1 — x) In(1 — z).

f(z)= (—zn(z)—(1-2) In(l —1))
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o En utilisant la propriété de la question précédente pour t = x € 10,1[, on obtient : x In(z) < 0 et donc —x In(x) > 0.
o En utilisant la propriété de la question précédente pour t = 1 —x € 10,1, on obtient : (1 —x) In(1 —x) < 0 et donc
—(1—2)In(l—2)>0.

Ainsi : —z In(z)—(1—2) In(1—2) > 0. ’ On en déduit : Yo € 10,1[, f'(x) > 0.La fonction f est donc strictement croissante sur |0, 1

* % %

3. (a) Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.

1
e Comme lim, —s In(z) = —oo alorslim, —y —— =0
0 o In(x)

o Comme lim, — In(1 —z) =1In(1) =0, on obtient :
9]

lim
—

’ La fonction f est prolongeable par continuité en posant f(0) = 0. ‘

* ok ok

On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0).

(b) Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f/(0).

Soit z € 10,1]. R s " ) .
B x) — ~ In(x) e G ~ -r _ =
To(f)(z) = r—0 x ~ zln(z) o zln(z) In(x)
_ 1
Or : lim, — () =0

La fonction tauzx d’accroissement 1o(f) admet donc une limite finie lorsque x ? .

On en conclut que la fonction [ est dérivable en 0, de dérivée f'(0) = O.‘

X 3k K

4. Calculer la limite de f en 1. Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f 7

REPONSE:

1
o Tout d’abord, comme lim, — In(z) =0, on a : lim, —y —— = —
1 17 In(z)
e En posantt =1 —x, on obtient : lim, —s In(1 — z) = lim; — In(t) = —co.
1 0
On en déduit, par produit de limites :
In(1 —x)

lim =400

e — In(x)

Comme lim, — f(x) = +o0, la droite x = 1 est une asymptote verticale de la courbe représentative de f.
1

* ok ok

5. Tracer lallure de la courbe représentative de f dans un repere orthonormé, en faisant figurer la tangente en 0 et les
branches infinies éventuelles.
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X 3k ok

Partie B : Etude d’une suite

On note, pour tout n de N*, (E,,) I'équation : 2™ +x — 1 = 0.

6. Soit n € N*. Etudier les variations sur R, de la fonction z — 2" 4+ z — 1.
En déduire que 1’équation (E,) admet une unique solution sur R que I'on note w,,.

REPONSE:

Soit n € N*. Dans la suite, on note hy, : x — " +x — 1.

o La fonction h,, est une fonction polynomiale (de degré n).
Elle est donc dérivable sur R. De plus, pour tout x € Ry :
h/

‘n

(r) = na" ' +1

Comme x>0, alors : 2" 1 > 0. Ainsi :n 2" 1 +1>1>0.
On en déduit le tableau de variation suivant.
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T 0 +00
Signe de h),(z) +
+00
hn /
-1
e La fonction h,, est :
— continue sur [0, +00],
— strictement croissante sur [0, 4+00].
Elle réalise donc une bijection de [0, +oo] sur h,([0,4o0c[). Or :
(10 400]) = (A (0), liy (o)) = (1, +oc]

Comme 0 € [—1,400[, l’équation h,(x) = 0 admet une unique solution u, € [0,+o0].

[ L’équation (E,) admet une unique solution sur Ry notée un.}
Kk ok

7. Montrer que, pour tout n de N*, u,, appartient a I'intervalle |0, 1[.

REPONSE:

Soit n € N*.
e Remarquons :
— h,(0) = —1.
— hp(uy) =0, par définition.
— ha(1) = 1.
Ainsi :
hn(0) < hp(un) < hn(1)
o Or, d’aprés le théoréme de la bijection, h,* : [—1,+o00] — [0, +00[ est strictement croissante sur [—1,+o0o[. En appliquant
h,;t, on obtient alors :

hyt(ha(0) < hy'(ha(un)) < hyt(Ra(1))

0 Unp, 1

[ On a bien : Vn € N*, u,, € ]0,1[.}

% % %
8. Déterminer u; et us.

REPONSE:

o Par définition, uy est l'unique solution positive de l’équation : hy(x) = 0. Or :

1
hi(r)=0 & 2'+2-1=0 & 2z=1 & =3

1
[On en déduit : uy = 2.]
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o Par définition, us est Uunique solution positive de l’équation : ho(x) = 0. Or :

Notons P(X) = X2+ X — 1 le polynome de degré 2 associé d la fonction hs.

ho(x) =0 & 22 +2x—-1=0

Ce polyndéme admet pour discriminant : A =12 —4 x (=1)=1+4=5> 0.

Ainsi, P admet deuz racine

s

r_ =

2

1o

<0 et

Comme 5 > 1, alors : VE>V1=1 et ainsi : vV/5—12>0.
-1 5
[On en déduit : uy = 42_\/_}

T

* ok ok

2

_—1+V5

9. (a) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant en argument un entier n de N*, elle renvoie
une valeur approchée de u,, & 1073 prés, obtenue & I'aide de la méthode par dichotomie.

a=0
b=1
while ...

(b) On représente alors les premiers termes de la suite (u,)nen+ et on obtient le graphe suivant.

def valeur__approchee(n):

c=(a+b)/2
if cx*ntc—1>0:

el

return (...

se:

)

Xk ok

Quelles conjectures peut-on faire sur la suite (u,)nen+ concernant sa monotonie, sa convergence et son éventuelle

limite ?
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Le graphe permet d’effectuer les conjectures suivantes :
o la suite (un)nen+ est strictement croissante,

Up )nen+ est minorée par %,

)
)

o la suite

o la suite (up)pen+ est majorée par 1,

o~ o~ o~ o~

e la suite (up)pen+ est convergente de limite 1.

X K ok

10. (a) Montrer, pour tout n de N* : f(u,) = n.

REPONSE:

Soit n € N*,
B In(1 — u,) B In (un”)

flun) = In(u,)  In(uy,)
o)

Tnfun)

[ On a bien : Vn € N*, f(uy) = n]

* % %

car u,"™ =1 — wu, par définition de u,,. Donc

(b) En déduire que la suite (u,)nen+ est croissante.

REPONSE:

Soit n € N*,

e D’apres la question précédente :
flun) =n < n+1= f(uni)

o Or, d’aprés létude en Partie A, la fonction f réalise une bijection de |0, 1] sur]0,+oo[. D’aprés le théoréme de la bijection,
F71:]0, 400 — ]0,1[ est strictement croissante sur |0, +00].
En appliquant f~', on obtient alors :
SN fwn) < 7 (unga))

Un Un+1

{ Ainsi : Yn € N*, u,, < up41. La suite (u,) est donc croissante.}

* ok ok

(¢) Montrer que la suite (uy)n,en+ converge et préciser sa limite.

o D’aprés ce qui précéde, la suite (uy,) est :
— croissante,

— magjorée par 1 (on démontre en question 7 : ¥n € N*, u,, € 10,1[).

[ On en conclut que la suite (u,) est convergente de limite £ € [0, 1]}

o Par ailleurs, comme la suite (u,) est croissante, on a :

1
Vn € N*, un2u1:§

1
LOn en conclut, par passage a la limite : £ > 2.}
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o Démontrons alors £ = 1. Pour ce faire, on procéde par l’absurde.
On suppose : £ # 1. D’aprés ce qui précéde, on a donc : £ € [%, 1.
La fonction f est continue en € € [5,1[ C10,1[. Ainsi, la suite (f(uy)) est convergente de limite f({) € R. Par passage
a la limite dans [’égalité définie en 10.a, on obtient :

fll=+o0

Absurde !

[ On en conclut que la suite (uy,) est convergente de limite £ = 1.]

)k ok
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Correction du probleme

“+oo
On admet pour cet exercice que / e 24y = V2.
Partie A : Un équivalent par télescopage

Pour n € N*, on pose

ne "\/n Up41
un:—\/_ et vn:1n<n_+>

1. On admet la formule de Taylor & I'ordre 3 énoné comme suit. Si f est une fonction de classe C? au voisinage de 0, alors

+ f///(O)

2 3+ o(t?)

1
0
£t = £0) + o+ L0
Justifier que la formule s’applique et exprimer le développement limité de ¢ +— In(1 + ¢) & l'ordre 3 en 0.

REPONSE:

On admet la formule de Taylor a lordre 3 énoncé comme suit. Si f est une fonction de classe C* au voisinage de 0 , alors

10 = 50) + /oy + T2 4 2O

La fonction ¢ : t v In(1 +t) est de classe C*° donc C* au voisinage de 0 , on peut donc lui appliquer la formule de
Taylor-Young a l'ordre 3. Comme

t+o(t?), t—0

0)=0, ¢0)=—"=1, ¢"(0)=- =-1, ¢"(0)= =2,
©(0) #0) =175 ©"(0) 1502 ©"(0) 1507
on a
t2 23 3 tz ’ 3
m(l+6) =t -5+t +0(t):t—§+§+o(t)
* ok ok
2. Mont i t qu’ !
. ontrer soigneusement qu on a v, -~ .
8 a " 12n2

Commengons par voir que

gy _ (nt D" e g Inl (it ﬁ
Un (n+1)In"e="/n n n
1 /n+1\"? 1 1\ "+1/2
SR
€ n e n

Ainsi, comme u=1/n — 0,n — 400,

1 1
:—1+<n+)1n(1+>

2 n
AR A A S T T
N Ty n  2n?  3n3 MCE

1 1 1 1 1
- 14+1- . o=

- 2 +3n2 2n  4n? <n2>
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et on peut donc conclure que

Up ~ %, N — +00
" 12n?

* ok k

V/ne="n™

3. En déduire la convergence de la série Y vy, puis 'existence d’une constante K > 0 telle que n! e I
o0

Par le critére de Riemann, la série > 1/n? converge. Par critére d’équivalence (pour les séries a termes positifs car v, > 0
), on peut donc affirmer que la série Y v, est également convergente. Mais alors, par télescopage,

n—1

In (u”) —1In (Ul) = Z (hl (uk—i-l) —In (uk')) = i: Uk
k=1

k=1
et

+oo
u, =exp(In(u,)) — K =-exp <ln (ur) + ka> >0

n—-+oo
k=1
ce qui se réécrit
n,—n
n"e n 1
7\/7 X — — 1
n! K n—4o0

ou encore

\/,ﬁefnnn

n—-+oo K

* ok ok

Partie B : Une premiere suite d’intégrales
Pour n € N, on pose
1
In:/ (1—t>H"dt
0

4. Montrer que la suite (I,,) est bien définie et décroissante.

REPONSE:

Pour tout n € N, la fonction t — (1 — t2)n est continue sur [0;1], donc Uintégrale I,, est bien définie. De plus
1 . 1
In+1—In:/ (1-)"" dt—/ (1—%)" dt
0 0
1
:/ (=)™ = (=) ar
0
1
- / (1 8)" (—2) dt
0

<0

par positivité de l'intégrale, car, pour tout t € [0;1], —t> (1 — t2)n < 0. On a bien que I,41 < I,, et donc, la suite (I,,) est
décroissante.

* ok %

5. Montrer que, pour tout u € [0;1],0 <1 —u < e ™.
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Pour linégalité de gauche, c’est trivial; si u € [0;1], alors 1 —u > 0. Concernant celle de droite, ¢’est une inégalité
classique dont on a déja montré plusieurs variantes. On propose ici un arqument de convexité. En effet, u — e " est convexe
sur R (donc sur [0;1]) car sa dérivée seconde est strictement positive. Sa courbe est alors au dessus de toutes ses tangentes,
en particulier celle au point uw =0 dont ’équation est y = 1 — u donnant ainsi l’inégalité voulue.

X K ok

+oo
7’ —_ 2 7 . R
6. Montrer la convergence de l'intégrale / e~ dx, et préciser sa valeur C' (on pourra utiliser un changement de
0

variable).
REPONSE:

Pour tout x > 0, e’ > 0 et, au voisinage de +00, on a e =0 (1/1’2). Par critére de négligeabilité pour les intégrales
de fonctions positives et par comparaison & une intégrale de Riemann convergente, on peut conclure que

+oo
/ e dz converge.
1

Sur [0;1], la fonction x e~ est continue et l’intégrale est alors bien définie.
De plus, en considérant le changement de variable affine \/2x =t (qui donne 2% =t2/2 et /2 dz =dt, on a

teo A, 1ovea 1 o[t .
/ e dr <+ e dr= —/ e 2 At — —/ e 2 at
0 A—+oo 0 \/i 0 A—+oco \/5 0

+oo +oo
/ -2 dg = i/ e~t/2 qt
0 \/i 0

+oo 5
= / e""/2 At (par parité)
— 00

@

X ok K

C
7. En déduire, & I’aide du changement de variables x = y/n.t, que 0 < I,, < —.

Commengons par utiliser l'encadrement de la question (2). Soit t € [0;1], par croissance de la fonction u — u',

E

0< (1 — t2)n < <e_t2)n = e_”752

Par croissance de l'intégrale, puis par changement de variables affine v = \/n -t (qui donne dz = \/n dt, on obtient donc

1 1 Vvn .
—nt? —z?
OSIHS/G dt:—/ e dx
0 \/ﬁ 0

2
Comme e™™ >0, on a
et on en déduit bien l’encadrement

\/ﬁ 2 +OO 2
/ e dx < / e de=C
0 0

0<7I, <

Bl

X K ok
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8. Que peut-on conclure quant a la limite de (1) ?

Le théoréme des gendarmes permet de déduire de [’encadrement précédent que

lim 7, =0

n—-+oo

X K ok

9. Montrer, a I'aide d’une intégration par parties, que pour tout n > 1,
I, =2n(I,—1 — 1)

puis que
2n

I, =
2n+1

In—l

Soit n € N*. En remarquant que

(1) =(1-2)(1-)" =1 —txt)(1-3)""

il suit que, par linéarité de l'intégrale

1 1 -1 1
/ (1—)" dt:/ (1—¢)"" dt—/ txt(1—13)""" dt = ,,,_1—/ txt(1—2)""" at
0 0 0 0

On pose alors
_ 2\n—1 _ 1 n
u=t=emh e =5 (1-1)
v=t =1

Les fonctions u et v étant bien de classe Ct sur [0;1], lintégration par parties est licite et donne

1
In:I,H—/ txt(1—1t2)""" at
0

42 n 1 1
= 1dn-1— [_t(l ! ) ] _i/ (l—tz)n dt
2n 0 2n Jo

1
= Ipn—-1 — 7In
' o

ou encore

1 2
L, =1, e I, =

I, —_—
+2n 2n+1

Infl

X K ok

(27n!)?

10. En déduire que In = m

REPONSE:

Comme [’énoncé le demande, on procéde par récurrence.

o initialisation. Pour n =0

1 1 onr) 2
B a0 L (2°1)
Io—/o(l t%) dt—/o dt_1_7(2><0+1)!

e hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait
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o (2ma)?
" (2n+1)!

Mais alors

Iny1 = mlﬂ (d’aprés (6))
C2n+1) (2"l
2n+3 (2n+1)!
_2(n+1)(2n +2) (2"n))°
(2n+3)(2n+2)(2n+1)!
22(n +1)2 (2"n!)?
(2n +3)!
@ (1))’
(2n+3)!

ce qui est bien la formule au rang n + 1 et termine la récurrence.

( d’aprés (HR))

* ok ok

11. Compléter alors la fonction ci-dessous pour qu’elle permette de calculer et de renvoyer la valeur de I,

1 import numpy as np

3 def I(n):

4 i=1

5 for k in ...
6 i=...
7 return i

X ok ok

47 (nl)?
( et a l'aide de la question 3, montrer qu’il existe une constante « telle que I,,

12. En écrivant In = m

REPONSE:

11 est clair qu’on peut écrire

PR
Bk

4"(’/7/!)2
I, =——7"—+—"——
(2n+1)(2n)!
L’équivalent obtenu a la question (3) permet d’écrire
/ne "n™ V2ne= 2" (2n)%"

2n)! ~
" () -

n! ~

ce qui donne

I 4n " <\/ﬁe"n">2 " K B vn 11
T+l K V2ne=2n(2n)" N V2(2n+1)  2v2k V1

— _1 ;
En posant o = 573 N e bien
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13. Quelle est la nature de la série Z 1,7

Par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs et comparaison d une série de Riemann divergente (> 1//n),
on peut affirmer que la série Y I, diverge.

* % %

14. On rajoute les instructions Python a la suite de la fonction écrite précédemment, et on obtient la figue ci-contre.
Emettre une conjecture quant a la valeur de «, puis pour celle de K.

1 import matplotlib.pyplot as plt

s N=[k for k in range(1,101)]

1 eq=[I(k)*np.sqrt(k) for k in N]
5 plt.grid ()

¢ plt.plot(N,eq,’.’)

7 M=[np.sqrt(np.pi)/2 for k in N]
s plt.plot(N,M)

o plt.show()

0.85 o
o

0.80

0.75 1

0.70 1

Les instructions données permettent de représenter graphiquement la suite (I, - \/n) qui, d’aprés ce qui précéde, est censée
converger (cela découle de 'équivalent) vers c.
La présente de la droite rouge, d’équation y = /m/2 semble laisser penser que

a= lim \/%Ik = ﬁ
k—+o0 2

On peut alors également conjecturer que
1 2 1
K = = =
2v2a  2V2y7 2«

X 3k ok

Partie C : Détermination des constantes K et a.

On introduit maintenant, pour n € N, la suite
+oo
Jp = / z"e T dx
0

15. Montrer que, pour n € N, 'intégrale J,, est bien définie et préciser la valeur de Jy.
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Pour tout n € N, la fonction x — x™e™ " est continue sur R donc sur [0;1] donnant un sens d lintégrale sur ce méme
intervalle. Par croissance comparée, on peut voir que

1
x”e_$:0(2>, T — 400
x

ce qui permet, par un arqgument de négligeabilité et une comparaison d une intégrale de Riemann convergente que

+oo
/ z"e " dx
1

puis J, converge. Pour n =0, on peut faire le calcul. Soit A > 0,

A
/ e ¥ dr= [—e‘”]? =41 — 1
0 A—+4o00

ce qui donne Jy = 1.

* ok ok

16. Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que pour tout n € N, J,11 = (n + 1)J,.

REPONSE:

Soit A > 0. On introduit
w =e 7
{ v=g"t!
Les fonctions u et v sont toutes les deux de classe C* sur [0; A], donc par intégration par parties, on a
A " A
/ " Me™ dx = [—x”“e‘ﬂo + (n+ 1)/ e dx
0 0

A
= A" e A 4 (n+ 1)/ e da
0
Or,

et, par croissance comparée,

A A
" Me ™ dx — i1, 2"e dz — J,
0 A—+oo 0 A—+oo

_An+167A 0
A—+o0

ce qui donne bien

Jn+1 = (n + l)Jn

* % %

17. En déduire que, pour tout n € N,
+o0
nl = / z"e T dx
0

Une récurrence quasi-immédiate donne alors J, =n /.
e Pourm=0,onady=1=01/.

o Si, pour un certainn € N, on a J, =n /!, alors J,11 = (n+1)J, = (n+1)n! = (n+1)/, ce qui termine la récurrence et
prouve bien la formule qui peut aussi s’écrire, par définition de J, sous la forme :
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—+oo
n! = / z"e” " dw

0

* ok ok

18. Montrer soigneusement, & 1’aide du changement de variable x = n + y\/n, que

n +o0 n
nl = (9) \/ﬁ/ <1+i> eIy
e _\/ﬁ \/ﬁ

Soit A > 0. En posant le changement de variable affine x = n+ yy/n, on a y = (x —n)/y/n et dv = \/n dy. De plus,
et

1
e ¥ =exp(—n —yy/n) = e—ne*y‘/ﬁ

" = (n+yyn)" =n" (1 + \fy)n =n" (1 + \%)n .

Ainsi, la formule de changement de variable donne

/A 2"e " do = (ﬁ)n \/E/A/ﬁ_ﬁ <1 + g)ne_y\/ﬁ dy
0 —vn n

L’intégrale de gauche étant convergente, celle de droite aussi, et par passage a la limite lorsque A — 400, on a donc bien

00 nan 00 y n
nl = / e " dx = (—) \/ﬁ/ (1 + ) e IV dy
0 e —vn Vn

X %k 3k

n
19. On note g, (y) = (1 + \/Lﬁ) e UV,

(a) Soit y € R fixé. Déterminer lim g, (y).
n—-+oo

REPONSE:

Soit y € R fixé. Observant que y/v/n — 0,n — +00, on peut utiliser des DL pour obtenir la limite.

R (I SEARY
-enlo (G- £ ()

= exp (—y; + 0(1))

o ()

+oo n +oo
(b) En admettant que lim (1 + i) e Wiy = / lim g,(y)dy, déterminer la valeur de K. En
n——+oo —vn \/ﬁ oo P00

déduire celle de a.
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En admettant la permutation des limites proposée, on peut écrire

n +o0 n
. . Yy —y/n
| — 7 Y
nlggxﬂl ” n"\/n nJiHLO _n <1 yﬁl) ‘ dy

+oo +oo 2/2
— i — Y
—[m ngrfoogn(y)dy—[m e dy
=2

Ainsi, d’aprés la premiére partie et la définition de k, on peut écrire que

e

1 1
—=V2T <= K= —=
K Ver

ce qu’on avait au préalable conjecturé, ce qui confirme bien que o = /7 /2.
* ok %
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