CHAPITRE N°10

Systemes différentiels

I. Correction d’exercices

Correction de ’exercice n°4 du cours.

Exercice 1

9 1 X' =AX
On consideére la matrice A = . Résoudre le probleme de Cauchy 2
1 2 X(0) = 0
"(t) =2z(t t
On cherche a étudier le systéme x,( ) 2(t) + y(®)
y(t) =)+ 2y(t)
o La forme matricielle de ce systéme est ol X(t)
r (2 1
oo (2 D)
e Réduction de la matrice : La matrice A admet pour valeurs propres
Lo f 1 Lo (1
e 1 associée a 1 e 3 associée a 1
C o 1 (10 (1 1
On a ainsi A = PDP avecD—(O 3 et P= 1 1)

¢ On se rameéne au cas diagonale : L’équation devient

X'=pPDP'Xx  (P'X) =4AP7'X

en posant Y = P~'X | on trouve alors Y’ = ((1) g) y.

t
o Résolution du cas diagonale : il existe donc deux constantes réelles « et 3 telles que Y (t) = (ge%t)
o Retour au cas général : Comme X (t) = PY(t), les solutions de I'équation X’ = AX sont de la forme :

ael + Bedt
oo x(0) = (0 e

e On résout le probleme de Cauchy :

x0)= (3) < {—aa++ﬁﬁ

L’unique solution au probléme de Cauchy est
i et 4 3t
—et et

I
oW
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Correction de 'exercice n°5 du cours.

r—' Exercice 2 N

] =1 + 229 — 3
On considere le systeme différentiel linéaire xh = 2z1 + 419 — 273

Ty = —T1 — 2T2 + T3
T
1. Expliciter une matrice A € M3(R) telle que X' = AX, ou X = | w2
T3

Justifier que A est diagonalisable. Donner sans calcul une premiere valeur propre de A.
Calculer A?(A — 6I). En déduire le spectre de A.

Diagonaliser A.

o o= 899

Déterminer, pour tout ¢t € R, Pexpression de X (¢).

1 2 -1
1. On pose A= | 2 4 —2].0n a alors
-1 -2 1
1 2 -1 X I +2£L'2 — X3
AX = 2 4 =2 T2 = 2x1 + 4xo — 223 =X’
-1 -2 1 I3 —T1 — 2.132 + 3

2. La matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable. On note, pour i € [1, 3] C; les colonnes de A. On remarque

que Cy = 2C7 = —2(C5, donc la matrice A n’est pas de rang 3 et n’est pas inversible. Ainsi 0 est valeur propre
de A.

3. Aprés calcul, on trouve A%(A — 61) = 03. Ceci montre que le polynome P(X) = X?(X — 6) est un polynéme
annulateur de A et que Sp(A) C {0,6}.

o D’apres la question précédente, on sait que rg (A) = 1 donc 0 est valeur propre de A.

-5 2 -1 x
e A-6I=12 -2 —-2|.SoitX=|y]|.Onrésout (A—-6I)X=0:
-1 -2 -5 z
L1 < Ls
-5 +2y —z = 0 Ly« Ly)2 | 7 —2y -5z = 0
2 -2y -2z = 0 & x -y —Z 0
- -2y -5z = 0 -5 +2y -2 = 0
LQ — Ll + L3
L3 < L3 — 514 -z _2y -5z =0
& -3y -6z = 0
12y +24z = 0
PN -2y -5z = 0
-3y —62 = 0
N z:72y752® T=—z
y=—2z y=—2z
Le systeme n’étant pas de Cramer, 6 est bien valeur propre de A.
4. On cherche les sous-espaces propres :
e D’apres le théoreme du rang, dim (Ep(A)) = 2. On remarque de plus que
2 0
Al-1|=A|1]| =03,
0 2
2 0 2 0
Comme la famille 11,1 est clairement libre, ainsi Fo(A) = Vect | | =1, [1
0 2 0 2
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-1
e D’apres la résolution du systéme précédent, on trouve Eg(A) = Vect | —2

1
000 2 0 -1

Ainsi A=PDP Y, ou D=0 0 O]etP=[-1 1 -2
0 0 6 0 2 1

5. L’équation matricielle devient
X'=pPDP'X  (P'X) =AP7'X
-1 / 1 0
en posant Y = P~ X , on trouve alors Y’ = Y.

0 3
Les solutions de I’équation Y/ = DY sont de la forme

a

t— | b |, (abc) cR?

Ceﬁt

En effectuant le produit X = PY, on trouve que les solutions de I’équation X’ = AX sont de la forme
2a — cebt

tes | —a+b—2e%|, (a,bc)ecR?
20 + €5t

Ainsi les fonctions x,y et z sont définies sur R par :

z(t) =2a —ce®  y(t) = —a+b—2e% z(t)=2b+e (a,b,c) €R?
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