CHAPITRE N°10

Systemes différentiels

I. Correction d’exercices

Correction de ’exercice n°20 du cours.

1. (a) On pose z = y = 0. L’équation devient 2f(0) = 2f(0)? soit (f(0)(f(0) —1) = 0. On en déduite qu’alors
| /(0)=0o0u f(0) =1]

(b) Si f(0) =0, alors en posant y = 0 dans ’équation, on obtient que pour tout = € R,

Ainsi | Vo € R, f(z) = 0.|

(¢) Si f(0) =0 la fonction est nulle et la question est triviale. On pose z = 0. Alors pour tout y € R

f) + f(—=y) =2f(0)f(y) =2f(y) ouencore f(y) = f(—y)

2. (a) La fonction f étant deux fois dérivable,

e On dérive deux fois par rapport a x :
V(z,y) eR? [z +y+ f'(z—y)=2f"(2)f(y)
e On dérive également deux fois par rapport a y :

V(z,y) eR® f"(z+y+ f"(z—y) =2f(x)f"(y)

Donc |V(xz,y) € R2, f"(x)f(y) = f(z)f"(y) ‘

3. Il est clair que la fonction nulle est solution de ’équation initiale. De plus si f est solution de 1’équation, alors
soit f(0) = 0 soit f(0) = 1. Or f(0) = 0 implique que f est la fonction nulle, donc dans ce qui suit f(0) = 1.
Comme Y(z,y) € R?, f"(x)f(y) = f(x)f"(y), en posant y = 0, P'équation

f"(@)£(0) = f(2)f"(0)  ou encore f"(x) = f(0)f(x) =0

Ainsi f est nécessairement solution de I’équation

y' —ay=0 (1)

ot a = f"(0).

Il ’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 ) coefficients constants.

4. L’équation (1) a pour équation caractéristique

Ainsi

e Sia <0, 'équation n’a pas de solution (réelle).
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o Sia =0, les solutions de (1) sont de la forme
Yyt M+pu, YO\, p) e R?

Or y(0) =1 et y'(0) = 0, donc A et p sont solutions du systéme linéaire
p=1
A=0

‘ Donc "unique solution de (1) dans ce cas est la fonction constante y : t — 1. ‘

e Sia > 0, I'équation caractéristique a deux solutions : x; = v/a et o = —/a. Les solutions de (1) sont de
la forme

Yt AtV 4 ,ue*t\/a, V(A p) € R?
Or y(0) =1 et y'(0) = 0, donc X et u sont solutions du systeéme linéaire

X o+p =1 22X = 1 !
{\/5/\ —Vap = 0@){)\ — pTATE=g

etVa 4 emtVa

Donc I'unique solution de (1) dans ce cas est la fonction constante y : t — 5

On vérifie que ces fonctions sont solutions :

o Si f est définie par Vo € R, f(x) =1 on a évidemment

fle+y)+fle—y)=2=2f(x)f(y)

etVa 4 gmzVa

o Si f est définie par Vx € R, f(z) = 5

1
fla+y) + flz—y) = (e(r+y)\/5 n e—<m+y>¢a> +3 (e(z—y)ﬁ I e—(z—y)ﬁ)

1
2
_ % (e<w+y>ﬁ 4 e @HVa | ay)Va e—(w—y)ﬁ)

1 1
2f(z)f(y) =2 x > (ezﬁ + 671‘/5> X 3 (ey‘/a + efy\/a)
(e<z+y>ﬁ 4o @HVa | a-y)va e—(z—y)ﬁ)

N = N

Donc f est bien solution.

Conclusion :
Les solutions de I’équation fonctionnelle initiale sont

o Si f(0) =0 : La fonction nulle et la fonction y : ¢ — 1.
etva 4 e—tva

e Si f7(0) > 0 : La fonction nulle et la fonction y : t 5

e Si f”(0) < 0 : L'unique solution réelle est la fonction nulle.
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