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Exercice n°1 : Questions en vrac

1. Déterminer un équivalent puis calculer les limites des suites définies par les termes généraux suivant :

3n* —2n3 +n+1 e3" —1In(n)* + n? n<(1>n <1)n>
Uy, = Uy, = Wy = 2 e

ont—n24+2n+5 e2n —ni 3 4

2. Montrer que 'application f définie par

R® - R®

f: (I,y,Z) = (x+2y+z7_x_y_z7_2y_2’z)

est bijective et donner son application réciproque.

Exercice n°2

3xt 4 1423 + 2322 + 162+ 4
Soit f la fonction défini = .
oit f la fonction définie par f(x) 323 + 222 — 3z — 2

P(z) = 3z* + 1423 + 232% + 162 + 4
Q(x) = 323 + 227 — 32 — 2

On considere également les polynémes définis sur R par {

1. Déterminer une racine évidente de ) puis factoriser le polynéme Q.
2. Montrer que —1 est racine de P et de P'.
3. On admet qu’il existe un polynéme S tel queVe € R P(z) = (z 4 1)2S(z).
(a) Quel est le degré de S'?7
(b) Déterminer pour tout z € R S(x), et donner la factorisation complete de P(x).

4. Donner pour tout x € Dy, une expression factorisée et simplifiée de f(x) .

b
5. Déterminer deux réels a et b tels que Vo € Dy, f(x) =x +a+ 7
7 —

6. Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique en +o0o. Donner son équation.
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Exercice n°3

Un commercant dispose d’un stock de plantes. Chacune des plantes fleurit une fois par an.
Pour chaque plante, la premiére année, la probabilité de donner une fleur rose est égale a 3/4 et la probabilité de
donner une fleur blanche est égale & 1/4.
Puis les années suivantes, pour tout entier naturel non nul :

e Si 'année n la plante a donné une fleur rose, alors elle donnera une fleur rose 'année n + 1.

e Si ’année n la plante a donné une fleur blanche, alors elle donnera de fagon équiprobable

une fleur rose ou une fleur blanche ’année n + 1.

n désigne un entier naturel non nul. Pour une plante donnée, on note p, la probabilité de I’événement R, "la
plante donne une fleur rose la n iéme année ".
Les questions 1,2,3 et 4 sont indépendantes.

pu, 1

1. (a) Montrer que pour tout n € N, p, 41 = 5 T3

(b) Ecrire un programme Python qui demande a l'utilisateur un entier n et qui permet de calculer p,,.
(¢) Donner la valeur de p,, en fonction de n et en déduire la limite de (p,) quand n tend verd +oo.
(d) Déterminer un rang ng tel que pour tout n > ng, 1—p, < 1073,
(e) Ecrire un programme Python qui renvoie le premier rang n pour lequel 1 — p,, < 1073,
2. Quelle est la probabilité que la plante ne donne que des fleurs roses pendant les n premieres années ?
3. Quelle est la probabilité que la plante ne donne que des fleurs blanches pendant les n premieéres années ?

4. Un client achete 10 plantes. On note P; ’éveénement " la plante ¢ donne une fleur blanche la premiere année".
Quelle est la probabilité qu’au moins une des 10 plantes donne une fleur blanche la premiere année ?

Exercice n°4

Soit (up)n>0 la suite géométrique de raison e~ ! et de terme initial 1, et (S,) la suite définie pour tout n > 0 par
1

n
S, = Z ug. On définit également la suite (v,) pour tout n € N par v,, = pryrp

k=0
. Pour tout n € N, donner I'expression explicite de u,. Déterminer la limite de (uy,).

. Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

Un

1

2

3. Pour tout n € N, donner l'expression de S,,. En déduire que (S,,) converge et donner sa limite.
4 T —

14+ u2

. Montrer que pour n > 0, v, =

u
5. En déduire que pour tout n > 0, 7” < Uy < Up.

n
6. Pour tout n € N on pose T;, = ka. Montrer que (7,) est croissante et majorée. Que peut-on en déduire ?
k=0

S,
7. Montrer que pour tout n € N | ?n <T, <S5,

Exercice n°5

ZE‘2

x2 -2

ug =3
Vn €N, upy1 = f(un)

Soit f la fonction définie sur R\{—v/2; v/2} par f(z) = - et (uy)n > 0la suite définie par {

Etude de la fonction f.

1. Etudier la parité de f. Que peut-on en déduire graphiquement ?
2. Etudier les variations de f.

3. Que doit-on taper dans Python pour avoir la représentation graphique de f sur [3,10]?
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4. Montrer que pour tout réel z > v/2, f(z) > 1.
5. (a) Soit P le polynéme défini pour tout € R par P(z) = —z> + 22 + 2z. Factoriser le polynéme P.
(b) Etudier le signe de P.
(c) Montrer que pour tout z > 2, f(x) < x.
V2, 400[ — |1, —i—200[

6. On note g la restriction de f & ]v/2; +oo[, cest & dire g : x
x — 5

Montrer que g est bijective et donner son application réciproque.

Etude d’une suite récurrente.

7. Montrer que pour tout n € N, u, > 1.
8. Montrer que la suite (u,)n > 0 est décroissante.

9. En déduire que (up)n>0 est convergente et déterminer sa limite.

Probleme
Partie 1
1 1 1 2 1 1
Soient A et P les matrices définiespar A= -1 1 —-1]|etP=|-1 2 -1
-2 0 -2 1 1 1
1 3 0 =3
1. Montrer que P est inversible d’inverse P' == 0 1 1
-3 -1 5
2. On pose T = PAP~!. Calculer T, T?, T2 puis déterminer 7™ pour tout n > 3.

w

. En déduire que pour tout n > 3, A™ = 03.

12
4. Pour tout réel t, on définit la matrice E(t) par :E(t) = I3 +tA + §A2.
(a) Que vaut E(0)?
(b) Montrer que pour tout couple (¢,t') € R?, E(t)E(t') = E(t +t').

(c) Soit t € R. A Taide de la question précédente, calculer E(t)E(—t). En déduire que la matrice E(t) est

inversible et exprimer son inverse a laide de t, I3, A, A?.

(d) Pour tout ¢ € R et tout n € N, conjecturer une expression de E(t)" en fonction de I3, A, A% t et n et

prouver cette conjecture.

Partie 2

. (0 —1 (1 I
SmentB-(2 3>etQ—<_1 _2>

1. (a) Montrer que Q est inversible et donner QL.

(b) Vérifier que la matrice D définie par D = Q' BQ est une matrice diagonale. Donner alors, sans preuve,

Iexpression de D™ pour tout n > 0.
(¢) Montrer que pour tout n € N, B" = QD"Q .

2-2" 1—2”)

(d) En déduire que pour tout n € N, B" = <2n+1 9 ontl _q

(e) Ecrire un programme Python demandant & l'utilisateur un entier n et qui affiche la valeur de B™.
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2. Pour tout n € Net ¢t € R, on pose :

k
tBk
!

E ()=
k=0

-~

La matrice E,(t) étant une matrice carrée d’ordre 2, nous la noterons : F,(t) = (

o) al0)

n
(a) Montrer que pour tout n € Net t € R, a,(t) = Z
k=0
(b) De la méme maniére, donner pour tout n € N et ¢ € R une expression de b, (t), ¢, (t) et dy(t).

2tk — (2t)F
ko

Partie 3

t 2t t 2
SoitE:<26 e ° €t>

2¢2t —2¢t 2e% — ¢

1. Déterminer les matrices Fq et Es telles que pour tout t réel, on ait
E(t) = e'Ey + %' F,y

2. Calculer E? E3, E\Ey, EyE;.

3. En déduire que pour tout réel ¢, E(t) est inversible et déterminer son inverse.
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