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Option Economique

MATHEMATIQUES

4 Septembre 2026

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de l’épreuve un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercice n°1
On consideére la fonction ¢ définie sur | — oo, 1] par :

r+(1—2)In(l—2) siz<l1
Ve e]—o0,1], ¢(z)=

1 siz=1
Partie A :Etude de la fonction ¢
1. Montrer que la fonction ¢ est continue sur | — oo, 1].

La fonction ¢ est continue car :

o de classe C* sur | — oo, 1] en tant que somme et produit de fonctions de classe C*™ sur | — oo, 1].
Notons que la fonction g : x — In(1 — x) est de classe C* sur | — oo, 1[ sur | — 0o, 1] car elle est la composée
g=g200 de:

—g1:x—1—x qui est :
* de classe C*° sur | — oo, 1],
x telle que : g1(] — oo, 1[) C ]0, +o0].
— g2« — In(z) qui est de classe C*° sur sur |0, +ool.
e en 1. En effet :
— d’une part, avec le changement de variable u =1 —x :
lim(l—2z) In(1—2z) = limuln(u) = 0 (par croissances comparées)

z—1 u—0
D’ot : lim p(z) =1+0=1.
z—1
— d’autre part : (1) = 1.
On obtient bien : lim ¢(x) = p(1).
z—1
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’La fonction ¢ est donc continue sur | — oo, 1]. ‘

* 3k 3k

2. (a) Justifier que ¢ est de classe C! sur ] — oo, 1[ et montrer que pour tout x € | — oo, 1[, ¢'(z) = —In(1 — ).

REPONSE:

o La fonction ¢ est de classe C* sur] — oo, 1[ donc C* sur] — oo, 1[.

o Soitx €] —o0,1].

1
@) = 1+ (-1)xIn(l—2)+ (1 —z) % <—1$> = 1-In(l—2z)-1
Finalement : ¢’ : x — —In(1 — x).
* K ok
(b) En déduire les variations de ¢ sur | — oo, 1].
o Soitx €] —o00,1].
dE)>0 & —In(l—2)>0
< In(l1—2)<0
o 1-z<e = 1(par stricte croissance de la fonctionexp surR)
& 0<zx
e On obtient le tableau de variations suivant.
T —00 0 1
¢'(x) - 0+
1
0

Détaillons le calcul de ¢(0) :

% 3k ok

(c) La fonction ¢ est-elle dérivable en 17

REPONSE:
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Soit x — 00, 1].
. | e(x) — (1)
z—1
4+ (1—2)In(l—2)—-1
z—1

r—1—(x—1)In(1—-2x)

r—1

: Tz—1) (1 - In(1 — 2))
T—L

= 1—In(1—2x)

Or, avec le changement de variable u=1—x :

liml—In(1—2) = lim1—In(u) = +o0

rz—1 u—0

La fonction taux d’accroissement T1(p) n’admet donc pas de limite finie en 1.

’ On en conclut que la fonction @ n’est pas dérivable en 1.‘

X 3k 3k

3. Calculer la limite de ¢ en —ooc.

REPONSE:

Soit x € | —00,0].

olz) = z+ (1 —2) In(l —2x)
= z4+In(l—2)—zIn(l -2z

)
— 2In(l-g) (m(ll_x)+;—1>

(la mise en facteur est licite car commezr < 0: z In(1 —x) # 0)

o avec le changement de variable w =1— 2 : lim In(l —z)= lim In(u) = 4oc.
T——00 UuU——400
1
Dot : lim —— =0.
z——oo In(1 — x)

e lim — =0
r——00 I

o lim zIn(l—-2)=—cc.
T——00

On en déduit : lim ¢(z) = +oo.

T—r—00

4. Etudier la convexité de ¢ sur | — oo; 1].

REPONSE:

La fonction ¢ étant de classe C* sur | — oo, 1] elle également de classe C* sur ] — oo, 1].

1

>0
1—=x

Vo <1, ¢"(z) =

’La fonction ¢ est convexe sur |—oo, 1] ‘

Lycée Internationnal de Valbonne ECG 2 3/24



%k ok

5. Donner I’équation de la tangente en 0 puis tracer ’allure de la courbe représentative de ¢ en soignant le
tracé aux voisinages de 0 et 1.

REPONSE:

L’équation de la tangente en 0 est :

y=70)+f(0)(z—-0)=0

Une représentation graphique est

1.2 4

1.0 4

0.8

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0 1

1
6. (a) Soit a €]0;1]. a I'aide d’une intégration par parties, calculer I'intégrale I, = / t In(t)dt .
a

REPONSE:

u(t)
On pose {u'(t) oy

()] [t 21" 1, a
Ia—{ n()] —/a th——azln(a)—[él}a— _GQIIl(a)_Zl+aZ

Les fonctions u et v sont de classe C' sur [a, 1], donc par IPP :

t2/2 v(t) = In(t)
ct {v’(t) = 1/t

%k ok
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1-a
1
(b) En déduire : F, = / o(z) dz et montrer que lir%F =1
0 a—

REPONSE:

On effectue le changement de variable x =1 —t.

2 2

a 1 1 CL2 1 1 a2 1
Fa:/ 99(1—t)(—dt):/ 1—tdt+/ tln(t):—a+—+1—f—a2ln(a)—zl+z: 1—&4—
1 a a

Or par croissance comparées, liH(l) a? In(a) =0 donc liH(l) F,=-
a—r a—r

* 3k 3k

Partie B : Etude de deux séies

Soit  un réel appartenant a [0, 1].

7. (a) Soit t € R\ {1}, n € N. Rappeler I'expression de Z £k,

k=0
1l s’agit d’une formule du cours :
n 1
1—t
k=0

(b) Vérifier, pour tout n de N* et tout ¢ de [0, z] :

REPONSE:

n—1

1 . t'!L 1 t'!L

D’apres la question précédente, Ztk =171 1-¢ Ainsi
k=0
1 n—1 B o
- th =
T DU
k=0
k sk ok
" gk Ton

¢) En déduire, pour tout n de N* : —In(1 — x) — = dt.
© b o | =

REPONSE:

Soit n € N*. On intégre l’égalité de la question précédente entre O et x. On obtient :

x 1 n—1 xT tn
/ <—§ tk> dt:/ dt
Jo \1—t 0o 1—t
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Etudions le membre de gauche. Par linéarité de Uintégrale :

[ (-ge) o= [ -5 ([ va)

n

= [~ In(1 — )% Z[lHl ’f“}

k=0

xT

0

— —In(1 - 2) + T(t—0) - Z (- 0)
k=0

=—In(1—=x)

n_o Lk

=—In(l —=z)— - par décalage d’indice
k
k=

n mk T t’n
Finalement : Vn € N*, —In(1 — x) — Z . / 1—t¢ dt.
— 0 -

* 3k 3k

" L
1—t = (n+1)(1—2)

xX
8. Montrer, pour tout n de N* : 0 < /
0

n

En déduire la limite de / 1t
0

REPONSE:

Soit n € N*.
o Soitte[0,x].

; dt lorsque l'entier n tend vers +oo.

1 1
0<t<zrzel>1l—-t>l-zel1l<—<
1—1¢ 1—=x

Ainsi

tr tr
<
1—-t  1—=x

<

t" tm
Par transitivité : Vt € [0,x], 0 < < .
1-—-1t 1—=x

o Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < z) :
o< [as [
0 11—t 0 1—=x

/ dt = / tndt = —— ¢ = ‘r
o 1—x 1—2 Jp -z |[n+1 0 l—2z n+1

On obtient :

n+1 1
e De plus x < 1 donc "' <1 done <
o = nt+D(1—2) = (n+ (1 —2)
rotn 1
On en conclut, par transitivité : 0 < / —dt <
o 1— (n+1)(1—x)
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z" z"
9. Montrer alors que la série — converge et que l'on a : — = —In(1 —2x).
q > ge et q > (1—2)

n>1 n=1
REPONSE:

o D’aprées la question 6.b), pour tout n € N* :

Z—:—lnl—x) / ! dt
o 1t

x n

Or, d’apres la question précédente : lim

convergente et :

n—-+400

n k- n
T T
o Par ailleurs, ( E k:) est la suite des sommes partielles de la série E —.
n
neN*

k=1 n>1
" +0o0 xk
On en déduit que la série Z — est convergente et : Z — = —In(1 — z).
n>1 k=1
Xk ok
1 a b

10. (a) Déterminer deux réels a et b tels que : Vn € N*, —— = —

n(n+1) n+n+1'

Soit n € N*.
1 a b 1 (a+bn+a
nn+1l) n n+1l  nn+1) n(n+1)
Par identification, on trouve

a+b = 0 o b = -1

a =1 a = 1

k %k ok
;1;”"’1 +oo xn—l—l
(b) En déduire que la série ;;1 Y converge et que l'on a : ; niD) = p(z).

REPONSE:

Soit N € N*. D’apreés la question précédente :

n+1 7L+1 n—i—l

in(iJrl) Z _ZnJrl ZN:@;L gf—xZ*—Zerx

t D gk
i dt = 0. O déduit l it — t
o o 1—¢ n en aeaurt que ta suile <Z k ) : €S
neN*

On observe alors, d’aprés la question 9, que les termes généraux sont ceux de séries convergentes et donc que
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wn-{—l
la série E m converge
n(n

n>1
. De plus
too Tl +oo " +oo 2"
;M —Jrnz:ln —nz:ln—i—:r— —zln(l—z)+In(l—z)+z=2+ (1 —2)In(l —z) =|¢(x)
* % K
1 X1
11. Montrer que la série Z m converge et que l'on a encore : Z m = ¢(1).
n>1 n=1
On effectue un télescopage. Soit N € N*,
N N N N N+1
1 1 1 1 1 1
- = - - i S
Zn(nJrl) Zn ZnJrl Zn Zz N+1
= n=1 n=1 n=1 1=2
Or lim 1 ! 1= (1) donc la série » ! t
r lim 1—-——=1= onc la série —— converge e
N—+00 N+1 4 =n (n+1) 7
“+oo
1
—n (n+1)
* % k

Partie C : Application en probabilité
Dans cette partie, toutes les variables aléatoires sont supposéas définies sur un méme espace probabilisé noté
(Q, A, P).
On considére une urne contenant initialement une boule bleue et une boule rouge. On procéde a des tirages
successifs d’une boule au hasard selon le protocole suivant :

« si on obtient une boule bleue, on la remet dans 'urne et on ajoute une boule bleue supplémentaire ;

e si on obtient une boule rouge, on la remet dans 1'urne et on arréte ’expérience.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher et on admet que 'expérience s’arréte avec une
probabilité égale a 1. On note N la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes dans l'urne a la fin
de 'expéience, R I’événement "on obtient une boule rouge au k-iéme tirage", et By I’événement "on obtient une
boule bleue au k-ieme tirage'.

12. (a) Soit n € N. Exprimer ’événement [N = n] en fonction des évenements By, et Ry.

REPONSE:

Soit n € N. L’urne contient au début 2 boules. Ainsi [’événement [N = n] se réalise si et seulement si on a
ajouté n — 2 boules, c’est a dire ssi on a tiré n — 2 fois une boule bleue puis une rouge. On en déduit que

n—2
N:n=<ﬂBngml

k=1
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1

(b) Montrer soigneusement : Vn € N\ {0,1},P (N =n) = py L

REPONSE:

On utilise la formule des probabilités composées (les événements ne sont pas indépendants ici) :

P(N = n) = P(B1)Pp, (B2) Py, (B3) - Pryp—s s, (Bu-2) Pryp—2 s, (o)

1
1 2 3 n—2 1
= - X =X-X..X —
2 3 4 n—1 n
! tél
= — ar télescopage
n(n—1) b pag

* % %

(c) La variable aléatoire N admet-elle une espérance ?

REPONSE:

La variable N d pour support [2;+oo[ qui est infini. Elle admet une espérance si et seulement si

g nP(N = n) converge, c’est a dire ssi E

n>2 n>2
général de la série harmonique. Celle diverge donc

converge. A un décalage d’indice prés, on reconnait le terme

n —

[ N n’admet pas d’espérance]

% 3k ok

13. Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Python suivante de fagon a ce qu’elle renvoie une
simulation de la variable aléatoire V.

def simuleN():

b = 1 #b désigne le nombre de boules bleues dans 1’urne
while rd.rand () <

b=b+1
return(...)

def simuleN():

b = 1 #b désigne le nombre de boules bleues dans 1’urne
while rd.rand() < b/(b+1)
b=b+1

return(b+1)

On considére une suite (X,,),en+ de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On suppose que, pour tout
n de N*, les variables aléatoires X1, ..., X, et N sont mutuellement indépendantes.

On note F' la fonction de répartition commune aux variables aléatoires X,, pour n appartenant a N*, c’est a dire
que pour tout x € R :

Flx)=P(X; <z)=P(Xe<z)=..=PX, <1

On définit la variable aléatoire T' = max(Xy,..., Xn).
Ainsi par exemple, si N prend la valeur 3, alors T = max (X1, X2, X3) ; st N prend la valeur 5, alors
T= max(Xl,XQ,Xg,X4,X5) etc.
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14. (a) Montrer : Vo € R, Vn € N\ {0,1}, Py—y (T < ) = (F(x)".

REPONSE:

Soit n € N, soit x € R.
P[N:n} (T < .’L‘) = P[N:n] ([Xl < .’E] N [XQ < .’L‘] n..N [Xn < .’E)
Les variables (X;)1<i<n et N étant mutuellement indépendantes,

Py (T <2z) =P ([X; <z]n[Xo <2]n..N[X, <)

n
= H F(x) car elles ont méme loi

(b) En déduire : Vz € R, P (T' < z) = ¢(F(z)).

REPONSE:

La famille ([N = n]),>2 est un systéme complet d’événement, donc d’aprés la formule des probabilités totales,
pour tout x € R :

+o00
P(T<x)= ZP[N*N] (T < SU)P(N =n)

n=2
_ — (F(:L‘))n x 1
- n=2 n(” — 1)

+oo .
- =1 (F(x))" x kk+1) P changement d’indice
=|p(F(z))| d’apres la question 10.b

* ok ok
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Exercice n°2

Dans tout l'exercice, M3(R) désigne 1’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels. On notera res-
pectivement I3 et 03 la matrice identité et la matrice nulle de M3(R).

a b b
Soit F' I'ensemble des matrices de M3(R) de la forme [ b a b |, ol a et b sont des réels quelconques.
b b a

Soit G I’ensemble des matrices M de M3(R) telles que M? = M.

Partie I

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(R) et déterminer une base de F' et préciser la dimension
de F.

REPONSE:

Soit M € M3(R). D’aprés la définition du texte

a b b
MeF < da,beR, M=|b a b
b b a
0 1 1
<~ da,beR, M=al+b|1 0 1
110

Ainsi, on peut écrire

0 1 1
F=Vect|I, |1 0 1
110

et F' est donc le sous-espace vectoriel engendré par les deux matrices ci-dessus : ¢’est bien un sous-espace vectoriel
de M3(R). La famille formée par les deux matrices susmentionnées en est génératrice et elle est clairement libre
(deuz vecteurs non colinéaires) : elle en forme une base. Ainsi, dim(F') = 2.

* % %

2. G est-il un sous-espace vectoriel de M3(R)?

REPONSE:

Il est immédiat de voir que I est un élément de G, car I* = I. Cependant, 2I ¢ G. En effet, (2])2 =41 # 21
et ’ G n’est pas stable par multiplication par un réel et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de M3(R).‘

% 3k ok

1 2 -1 -1
3. SoitA==--1 2 -1
S\ -1 2

(a) Démontrer que A € FNG.

REPONSE:

En prenant a = 2/3 et b= —1/3 dans la définition de F', on a bien et le calcul donne

L (6 -3 -3
A2=§ -3 6 -3|=A4
-3 -3 6
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(b) En déduire un polynéme P € Ry[X] tel que P(A) = 0. Donner ses racines.

REPONSE:

Comme A vérifie la relation A> = A, on en déduit que le polynéme X? — X annule A. ’Ses racines sont 0 et 1|

* % %

(c) On note Ey = {X € M31(R) | AX =0} et By = {X € M31(R) | AX = X}. Montrer que ce sont
deux espaces vectoriels et donner une base de chacun d’entre eux.

REPONSE:

o Pour Ey :
x
X=|y| ek <= AX =0
z
20 —y—z = 0
= —xr+2y—z2 = 0
—r—y+2z = 0
2r—y—z = 0
3y—3z = 0
{x = z
R
y = =z
1
— X=z|1
1
Ainsi,
1
Ey = Vect 1
1

(Le vecteur ci-dessus étant non nul et générateur de Ey, il en forme une base.)

e Pour Fq :

X
X=|y|lebh < (A-1)X=0
z
— {—x—y—z =0
= {z = —y-z
—1 —1
— X=y| 1 |+2[ 0
0 1
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Ainsi, 1 est bien valeur propre et

-1 -1
E = Vect 1 1]; 0
0 1

(Les deux vecteurs ci-dessus étant non colinéaires et générateurs de Eq, il en forment une base.)

* % %

(d) La matrice A est-elle inversible ?

REPONSE:

Comme nous l'avons vu dans la question précédente pour Ey, le systéme associé a A n’est pas de Cramer, donc A
n’est pas inversible 0 étant valeur propre de A, | celle-ci n’est pas inversible.

* % %

e a matrice A est-elle diagonalisable *
)L A lle d lisable ?

REPONSE:

Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a la dimension de M3z 1(R),

’ la matrice est diagonalisable|.

k% ok
Partie 11

a b b
On considére dans cette partie une matrice M = | b a b | de F avec (a,b) € R?.

b b a

4. (a) Démontrer que :
a2 +202=a
M e G+

b(b+2a—1)=0

On va résoudre M? = M pour caractériser Uappartenance ¢ G en commengant par calculer M?. On a

MeG — M*=M
a® 4+ 20 b*+2ab b + 2ab a b b
— | +2ab a®+20* VP+2ab|=|b a b
b2 +2ab b+ 2ab a® + 2b° b b a

. a? +20* = a
¥ +4+2b = b

. a?+20° = a
bb+2a—1) = 0

* k 3k

(b) Montrer alors que : F NG = {I3,03, A, I3 — A}.
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REPONSE:

La deuxiéme équation b(b+ 2a — 1) = 0 donne b = 0 ou b = 1 — 2a. Si b = 0, on obtient en injectant dans
la premiére équation que a®> = a ce qui donne a = 0 ou a = 1. La matrice M correspondant ¢ a = b = 0 est la
matrice nulle qui est donc élément de F'N G. La matrice M pour a =1 et b =0 est la matrice I. Si maintenant
b=1-—2a, on ab’>=1—4a+4a® et en injectant dans la premiére équation, on a

1 2
a2+2(1—4a+4a2):a(:>9a2—9a+2:0<:>a:§ ou a= g
Au final,
2 2
a®+2° = a
MeFNG +— {b®+2a—U _ 0
<:>a:0 a = 1 a = 1/3 a = 2/3
b =0 “Yo =0 “Vo =13 “1b = -1/3
En observant ensuite que
1 1 11 1 300 2 -1 -1
glllzg 03 0]—-(-1 2 -1 =I—-A
111 0 0 3 -1 -1 2
et que le choix de a =2/3 et b= —1/3 donne la matrice A, on a bien

]FmG:{o, I, A, I—A}.\

% 3k ok

5. On note B = I3 — A. Démontrer que (A, B) est une base de F.

REPONSE:

I et A étant deux matrices non colinéaires de F (on a bien justifié plus haut que A € F car A correspond d
a=2/3 etb=—1/3) qui est de dimension 2, il est clair que la famille (A, B) forme une base de F'.

% 3k ok

6. (a) On note a =a — b et B = a+ 2b. Vérifier que : M = aA+ 5B.

REPONSE:

Onposea=a—betB=a+2b Ona

200 —a —« 1 g B B
—a 2o —a|+=|p B B
—a —a 2« 3 6 6 B

2+ 0 f—a p[f-a«
= b—a 20+ pB—«
b—a [f—a 2a+p

aA+ B =

Ll =

Or,
1/32a+pB)=a et 1/3(B—a)=0D

On a donc bien la relation

|M =aA+BB|
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(b) Calculer AB et BA.

REPONSE:

Comme A? = A (car A € G), avec la définition de B, on a bien
AB=A(I -A)=(I-A)A=BA=A—-A?=0.

En particulier, A et B commutent.

* 3k 3k

(c) Montrer que pour tout entier naturel n : M"=ao"A+ 8"B.

REPONSE:

Sin =0, alors la formule est clairement valide car
A+ B=A+B=A+I1—-A=1=M".

Soit ensuite n > 1. Comme M = a A+ B et qu’on veut calculer M™, tout est fait pour nous faire penser a utiliser
la formule du bindme. Observons que comme A et B commutent, il en est de méme pour aA et BB :

aA- BB =afAB = paBA =B -aA=0.

De plus, comme A € G, on a A2 = A et une récurrence immédiate donne A* = A pour tout k > 1. De méme pour
B qui vérifie B¥ = B, pour tout k > 1. De plus, AB = 0. I suit que

n

n n n n—
= ey =Y ()t sy
n n = n k n—k n n
= (o)mr+ X () arenre ("))
n—1
— B'B+ kzl <Z> a"B"FAB + oA
= o"A+ "B,
ce qui est bien la formule attendue.

7. (a) Montrer que M est inversible si et seulement si o # 0 et 5 # 0.

REPONSE:

o Sia=0 (resp. B =0) alors M = B (resp. M = aA) et M n’est pas inversible en tant que multiple d’une
matrice non inversible.

o Sia#0etp#0, alors
(a'A+pB'B)(aA+BB)=A+a 'BAB+ B 'aBA+B=A+B=1,

et M = A + BB est bien inversible (et on a méme M™1).

X 3k 3k

Lycée Internationnal de Valbonne ECG 2 15/ 24



(b) Si v et B sont deux réels non nuls, montrer que pour tout entier naturel n, on a :

M™=a ™A+ "B

REPONSE:

Soitn € N*. Comme M est inversible, M™ Uest aussi et on a (M™)™' = M™™. On vérifie donc que a " A+ "B

est linverse de M™, matrice pour laquelle on a une formule.

(a""A+B7"B) - (a"A+B"B) = a’A* +a "B"AB+ B "a"BA+ BB

= A+ B=1,
et on a bien le résultat voulu.
* K ok
Partie 111
3 1 1 1
Solent =1 3 1]etY=]-1
1 1 3 0
1
On consideére la suite (X,,) de matrices colonnes définie par Xo = [ 1 | et la relation de récurrence :
0

VneN, Xpp=TX,+Y

8. Calculer la matrice I3 — T et exprimer cette matrice en fonction de A et B.

REPONSE:

Le calcul donne

-2 -1 -1
I-T=1|-1 -2 -1
-1 -1 =2
correspond a une matrice M de F avec a = —2 et b= —1. Or, on sait d’aprés ce qui précéde que

I-T=aA+ BB

avec
a=a—-b=-241=—-1, et f=a+2b=—4

On peut donc écrire
I-T=-A—-4B.

* %k %k

9. A laide de la question 7, calculer la matrice (I3 —T) L.

REPONSE:

Comme (—1,—4) # (0,0), la question (Ta) permet d’affirmer que I —T est inversible et la question (7b) donne

meéme
1

(I-T7)"' = (—1)”A+(—4)*1B:—A—13
(2 11 L1
= 3 Lo—2 1) —-4|1 11
11 =2 11 1

Y

P\ 3
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10. Démontrer qu’il existe une unique matrice colonne L, que 'on déterminera, telle que : L=TL+Y.

REPONSE:

On wutilise la question précédente
TL+Y =L<=L-TL=Y <= (I-T)L=Y <= L= (I-T)"'Y.

On trouve donc une unique solution L qui s’écrit

(311 1 -1
L:(I—T)—lyz1 1 -3 1 ~1|=11]=-Y
1 1 -3 0 0
k ok ok

11. Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : X,,1; — L = T(X,, — L), puis que :

VneN, X,—L=T"Xy—L)

On injecte ’équation de la question précédente. Par définition

Xpy1—L = TX,+Y—-L=TX,+Y-TL-Y
= T(X, - L),
ce qu’on demandait. Une récurrence facile termine la question. initialisation. Pour n =0, on a bien
Xo—L=I(Xg—L)=T"Xy—L).

hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait X, — L = T"(Xo — L). Alors,

Xpi1—L = T(X,—-1L) (d’apreés la question précédente)
= T -T"(Xp— L) (par hypothése de récurrence)
Tn+1(X0 - L)7

ce qui termine cette récurrence trés facile.

%k ok

12. Pour tout entier naturel n, exprimer X,, en fonction de A, B, L, Xy et n.

REPONSE:

On pourrait penser qu’il suffit de remplacer par les éléments des questions et parties précédentes.
X,=L+T"(Xo—-L)

On se rend compte alors qu’il faut calculer T™ en fonction de A et B. On peut car T s’exprime da partir de A et
B. En effet, on peut voir que
T=2A+5B

de sorte que
T =2"A+5"B

1l suit finalement que
X,=L+2"A(Xg—L)+5"B(Xy— L).

% 3k ok
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Exercice n°3

Un mobile se déplace sur les points a coordonnées entiéres d’un axe d’origine O
Au départ, le mobile est a Uorigine.
Le mobile se déplace selon la régle suivante : s'il est sur le point d’abscisse k a 'instant n, alors, a I'instant (n + 1)
il sera sur le point d’abscisse (k + 1) avec la probabilité p (0 < p < 1) ou sur le point d’abscisse 0 avec la probabilité
1—np.
Pour tout n de N, on note X,, I’abscisse de ce point a l'instant n et I’on a donc Xy = 0.
On admet que, pour tout n de N X, est définie sur un espace probabilisé (€2, A, P).
Par ailleurs, on note T' I'instant auquel le mobile se trouve pour la premiere fois a 'origine (sans compter son
positionnement au départ).
Par exemple, si les abscisses successives du mobile apres son départ sont 0, 0, 1, 2,0, 0, 1, alors on a T'= 1. Si les
abscisses successives sont : 1, 2, 3, 0, 0, 1, alors on a T' = 4.
On admet que T est une variable aléatoire définie sur (2,.4, P)

1. (a) Pour tout k de N*, exprimer 'événement (7" = k) en fonction d’événements mettant en jeu certaines

des variables Xj.

REPONSE:

Pour tout k de N*, (T = k) signifie que le mobile revient en O pour la premiére fois a k. DOnc qu’il y est a k
et qu’il n’y était pas avant :

k—1
Conclusion : | (T = k) = ﬂ (Xi #0)N (X =0)
i=1

(b) Donner la loi de X.

REPONSE:

Comme il est au point d’abscisse 0 a l'instant 0, il passera en 1 avec une proabilité p et reviendra (restera) en
0 avec une proabilité 1 — p
Done X; (2) ={0,1} P(X;=0)=1—petP(X1=1)=p
(X1 suit une loi d eBernouilli de paramétre 1 —p )

% 3k ok

(¢) En déduire P (T = k) pour tout k& de N*, puis reconnaitre la loi de T

REPONSE:

Les X; ne sont pas indépendants, mais on a (probabilités composées)

P(T=k) = P(X;#0)Px,40(Xs#0)...Px, 40 (Xp=0)

= pp...(1-p)

= P p
car lorsqu’il n’est pas en O, il y revient avec la probabilité (1 — p) et il n’y revient pas (avance d’une case) avec la
probailité p.
Conclusion : | Donc T suit une loi géométrique de paramétre 1 — p‘

* 3k 3k
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2. (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, X, (2) = [[0, n]]

REPONSE:

On a vu que Xo () = {0} et X7 (Q) ={0,1}
Soit n > 1 tel que X, () = [[0,n]]
Les wvaleurs possibles de X, vont de 0 d¢ n. Comme l'abscisse du point peut augmenter de 1, X, 41 peut prendre
toutes les valeurs de [[1,n + 1]].

Et comme il peut également revenir a 'origine, X,+1 () = [[0,n + 1]]
Done, par récuurrence, pour tout entier naturel n, X, (2) = [[0, n]]
% ckok

(b) Pour tout n de N*, utiliser le systeme complet d’événements (X1 = k)ycpe,_; POUr montrer que :
P(X,=0)=1-p.

REPONSE:

On applique la formule des probabiltiés totaels avec le systéeme complet d’événements (X,—1 = k)nggnfl :

n—1
P(X,=0) = > P(Xp1=kPx, ,—(X,=0)
k=0
n—1
= > (1-p)P(Xp1=k)
k=0
n—1
= (1-p)Y P(Xp1=k)
k=0
= 1-—p

car la probilité de revenir en O est (1 —p) et que (Xpn—1 = k)gcpep,_q €t un systeme complet d’événements.
Conclusion : ’P (Xpn=0)=1- p‘

* % %

3. (a) Etablir que : Vn € N, Vk € {1,2,...n+ 1}, P (X411 = k) =pP (X, = k — 1).

REPONSE:

Comme il ne peut avancer que d’un d chaque étape, pour étre en k a l'instant n+ 1, le point devait étre en k — 1
a linstant précédent.
Donc (Xpt1=k)=(Xpn=k—-1)N(Xpt1=k)
Lt

PXpt1=k) = P(X,=k—1)Px,—1-1(Xnt1=k)
= pP(X,=k-1)
car la probabilité d’avancer d’un est p

Conclusion : |¥n € N, Vk € {1,2,..n+ 1}, P(Xpp1 = k) =pP (X, =k — 1)]

Xk ok

(b) En déduire que : Vn € N*, Vk € {0,1,2...,n—1}, P (X, = k) =p* (1 —p).
En déduire également la valeur de P (X,, = n). Donner une explication probabiliste de ce dernier résul-
tat.

REPONSE:
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o Pourn=1,etpourk=0onaP(X;=0)=1-p=7p"(1-p)

o Soitn>1 tel que Yk € {0,1,2...,n—1}, P (X, =k)=p" (1 —p).
CommeVk € {1,2,...n+1} : P(Xpp1 = k) =pP (X, =k —1) alors pour k —1 € {0,1,2...,n— 1},
done pour k € [[0,n]] : P(Xpy1 =k)=pp* (1 —p) =p"(1—p)

Conclusion : | Donc ¥n € N*, Yk € {0,1,2...,n— 1}, P (X, = k) = p* (1 — p)
etonaP(X,y1=n+1)=pP(X,=n)

En effet, pour étre en n a linstant n, il doit avoir avancé d’un a chaque étape, ceci avec une probabiltié de p.
Donc la suite (P (X, =n)), oy est géométrique de raison p et de premier terme P (Xo =0) =1

Conclusion : ’Vn eEN:P(X,=n)=p"-1 ‘

(c) Vérifier que ZP (Xn=k)=1

k=0
REPONSE:

Pour calculer la somme, on doit distinguer la valeur k =n et les autres :

n n—1
> P(Xp=k) = P(X,=n)+> P(X,=k)
k=0 k=0

n—1

= p"+ > pF(1-p
k=0

1-p
= p+(l-p) 7
=1

Ce calcul (découpage de Z) n’étant valable que pour n —1 > 0 donc pour n > 1
0

pourn:():ZP(Xo:k):l
k=0
* * *

1
4. Dans cette question et dans cette question seulement, on prend p = 3 On importe les bibliotheques import
numpy as np et import numpy.random as rd.
On rappelle que rd.randint (3) renvoie au hasard un entier de {0, 1, 2}.

Compléter le programme suivant pour qu’il simule ’expérience aléatoire étudiée et affiche la valeur prise par
X, pour une valeur de n entrée par 'utilisateur.

def edhec2005 ()
x=0

for k in range (1,n+1):

u=rd.randint (3)

if u==

else:

X=...
return (x)

REPONSE:
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def edhec2005()
z=0
for k in range (1,n+1):
u=rd.randint (3)
1f u==
= z+1
else:
z=0
return (z)

% ckok
n—1
— 1) p" — n—1 1
5. (a) Montrer que : Vn > 2, kak_l = (n=1p n]; +
k=1 (1 _p)

REPONSE:

Les trois méthodes classiques pour obtenir ce résultat sont :

o par récurrence sur n (le plus naturel puisque le résultat est donné)

n—1
o en dérivant la fonction x — Za:
k=1
n—1
}:x est dérivbale sur R et f'(x E:hﬁl
k=1
n
Et comme, pour x # 1, f(z) = . alors
—nz" (1 —2)+ (1 —2™)
fx) = 2
(1—=z)
 l-nz" '+ (n—1)a"
(1-x)*
n—1
1— n—1 — 1) "
et donc Z kab—t = nr (nQ )z pour tout x # 1.
— (1—x)
o en développant (1 — kak L.
n—1 n—1 n—1
—p)Y kp*Tt = kph =Y kpt
k=1 k=1 k=1
n—2 n—1
S SRS I
h=0 k=1
n—2
SIS S o
h=0
1 _pnfl
= T +0—(n—1) car p# 1
_ 1=t (A -p)(n—-1p"!
= =,
 l-np" '+ (n—-1)
= T
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et donc (1—p#0)

% 3k ok

p(—p")

(b) En déduire que F (X) = .
-Dp

REPONSE:

On calcule l’espérance en traitant a part les valeurs k=0 et :n: (pourn >2 )

n n—1
E(X) = ) kP(X=k) =0P(X=0)+nP(X=n)+> kP(X=k)
k=0 k=1

n—1
= np"+ Z k(1—p) p* on fait réapparaitre ’expresssion précédente
k=0
n—1
= np"+(L—p)p> k"'
k=1
I1—np" 4 (n—1)p"
= np"+(1-p)p (2 )
(1-p)
B pnp”_l(l—p)+1—np”_1+(n—1)p”
1—p
_

formule qui est égalment valable pour n =0 et n = 1.

* % *
6. (a) Montrer, en utilisant la question 3a), que : Vn € N, E (X2 ,,) = p (E (X7) +2E (X,,) + 1).

OnaP (X1 =k)=pP (X, =k —1) pour k € [[1,n+ 1]]
D’pres le théoreme de transfert,

n+1
E(X2,) = Y KP(Xpp=k)
k=0

n+1
= > KpP (X, =k-1)
k=0

= D Z (h+1)2pP (Xn)
h=-1

= p> (P +2h+1)pP(X,)+0
h=0

= p <Z W?pP (Xn) +2)  hpP (X,) + > pP (Xn)>
h=0 h=0 h=0

— p(B (X)) +2E(X)+1)
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n+1
(b) Pour tout entier naturel n, on pose u, = E (X2) + (2n — 1) f
-Pp
1
Montrer que up41 =pun+p(1—+p)
-p
| ripONSE:]
anrl
Avecun:E(X§)+(2n—1)1 , 0N a:
pn+2
wa = B2+ o) -y
B 5 pn+2
= p(E(X;)+2E(X,)+1)+(2n+1)
L—p
1_pn pn+2
= pE(X2) +2p°—— 2n + 1
PE (X5) +2p =, tet@ntl)
2(1-p")+(2n+1)p"
= pE(X2)+p° ( )1 —(p ) +p
24+ 2n—1)p"
. pE(X§)+p2<1_p)p +p
2 n—+2
p+p+(2n—1)p
= pE(X])+ 1( )
-p
en remplacant E (X,,) par sa valeur.
Et en partant du second membre :
p(1+p) 2 Pt p(1+p)
—_— = E (X 2n —1
pun + = p< (X5) + (2n )1—p + 1=
2 n—+2
+p+(@2n—-1
— pE(x2) 4+ PP ( )P
L—p
= Unp+1
1
Conclusion : | upt1 :pun+p(1+p)
- P
* %k

(c) En déduire I'expression de wu,, puis celle de E (X,%) en fonction de p et n.
[ néronse:]

La suite u est donc arithmético-géométrique.

, . 1+

On détermine c tel que c = pc+ p(lp) —c(1
-p

Et soit v,, = u, — ¢ pour tout n entier.

1+ 1+
On a alors vp41 = Upt1 —c:pun—ku— <pc+ M) =pu,

_r+p) . _p(+p)
TP T T sy

L—p 1-p
1
Et la suite v est géométrique de raison p et de premier terme vg = ug — M
-p
1 -2
avec ug = E (X§) + — p ___P donc vy = — p__»( +p2): p2
b e I=p (1-p? (1-p)
_9pn+l _gpntl 14 Copntl L (1 4
Un:%etun:'vn‘}'cz P 2+p( p2): P p(2 p)
(1-p) (1-p)° (1-p) (1-p)

Lycée Internationnal de Valbonne ECG 2

23 /24



Et comme

pn+1
E(XEL) = up,—(2n—-1) -
_ 9, n+l1 n+1
_ 2 +p(21 D) g1y 2
(1-p) I=p
=2 4 p(L4p) — (1 —p) (20— 1)p"*!
= 2
(1-p)
(=2n—1+p@2n—1))p" ' +p(1+p)
= 2
(1-p)
%
(d) Montrer enfin que : V (X,,) = a P )2 (1 —2n+1)p"(1—-p) —p2n+1)
-D

REPONSE:

On développe le calcul de la variance :

V(X,) = E(X?)-FE(X,)’

n

(=2n—1+p@n—1)p"' +p(1+p) _ 20 —p")’
(1-p)° (1—p)?
(~2n—14+p@2n—1)p" +p(1+p) —p* (1 - 2p" +p™")
(1 —p)

= [(—2n—14+p@2n—1))p" +1+p—p (1 —2p" +p*")]

= [(=2n = 14p(2n+1))p" + 1 —p**]

= [1+@2n+1) (~14p)p" —p™H]
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