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Correction du sujet n°1

Option Economique

MATHEMATIQUES

7 Septembre 2026

Exercice n°1

1. (a) La fonction f est définie pour tout x tel que x + 2 # 0. Ainsi, | Dy =R\ {-2} |

(b) Raisonnons par I'absurde, et supposons qu’il existe z € Dy tel que f(x) = 3. On a alors
3r—1
x _3

x+2

ce qui implique que 3z — 1 = 3(x + 2) = 3z + 6 ce qui donne finalement —1 = 6 ce qui est absurde.

Conclusion : pour tout « € Dy, f(x) # 3.

(c) Pour tout = € Dy,

, 3(x+2)—Bzx—1 7
Fa) =2 (a:)+2()2 ):(az+2)220
On obtient le tableau de variations suivant :
r |- -2 400
f'(x) + +

(d) Soit € Dy. On a :

3z —1
<1 <= <1
f@) = rT+2
3r—1
= 2 _1<0
x+2
3z —1— 2
e 3 (x+ )SO
x4+ 2
2¢ — 3
<0
z+2 =
On dresse alors le tableau de signe de cette expression :
T —o0 —2 § +00
2
2z — 3 - — 0 +
T+ 2 - 0 + +
2¢ — 3
+ - 0 +
T+ 2
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Conclusion : I’ensemble des solutions de I'inéquation est } -2, 2} .

2. (a) Soit z € R.On a:

x €Dy,
{ €Df
xER*
{ ER\{ 2}
{xER*

fog(x) existe

:L‘ER*

x#e?
z € R%\ {e?}

(A

Ainsi | Dyog = R% \ {e 72} }

Pour tout € Doy, on a :

_ _ ~ 3n(z) -1
fog(x) = flg(z)) = f(In(z)) = NOET)
Conclusion : pour tout € Dyog, fog(x) = 31:2&3)_’__2
(b) Soit € Dfoy. On a :
fog(lx) =2 «— 3111112(;))_’__21 =2
<= 3n(z) —1=2(In(z) + 2)
< 3Iln(z) —1=2In(x)+4
< In(z)=5
= z=¢

Conclusion : I’ensemble des solutions de I’équation est S = {e°}-

Exercice n°2

On considere la fonction f(z) =In (e” +e™7).

1. On résout € +¢e * > 0. Or pour tout z € R, ¢ > 0 et e > 0.

‘Donc le domaine de définition de f est R. ‘

2. Le domaine de définition de f est symétrique. Pour tout = réel,
f(—z) =In(e™* 4+~

(e"+e ’”)

= f(z)

=In

’La fonction f est paire. ‘

3. La fonction f est dérivable sur R en tant que somme et composée de fonctions dérivables sur R. Pour tout
x réel
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Or €* + e7® > 0,0n s’intéresse alors au numérateur. On résout

Enfin, £(0) = In(e® + ¢79)

4. On calcule pour zx réel,

el —e T >0« e">e "
= e >1
<— 2x>0
-

In(2). On en déduit le tableau de variation suivant

Signe de f'(x) - 0

Variations de f

fl@)—z=In(e"+e ") —=x

=In(e"(1+e ) —x
=1In(e®) +In(1 +e %) —x
=z +In(l4+e ) -z

= In(1 + e %)

5. Il est clair que pour tout z € R, 1 + e~ 2* > 1, et par croissance de In sur R* , cela donne : In(1 + e 2%) > 0.

Par conséquent f(z) —x > 0 et donc M

6. On résout

flz)<z+l<=n(e"+e %) <z+1

=¥ fe ¥ < et
e —exe+e ¥ <0
= (1-e)e’+e <0
= (1-e)e**+1<0

— —(e—1)e* < —1

=¥ s
e—1
1

<:>2:v>ln< >

e—1

<= >11 1
X — In
2 e—1

par croissance de exp

en multipliant par e*

L’ensemble des solutions est donc S = ]

1
—1In
2

=

)i

7. Tracer sur un méme graphique les courbes représentatives de f, y =z et y = x + 1.
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8. 11 suffit de taper :

import numpy as np

def f(x):
y=np.log(np.exp(x)+np.exp(-x));
return (y)

x=np.linspace(-5,5,1000)

y=f (%)

plot(x,y)

Exercice n°3

1. (a) L’environnement def permet de signaler a Python que 1’on va définir une nouvelle fonction. La fonction
définie ici est la fonction f définie par f(z) = |2z — 4| + 3.

La commande float (input) permet de demander a 1'utilisateur une valeur réelle pour la variable a. La
commande print permet d’afficher une variable. Ici le programme demande d’afficher, pour a donné,

f(a).
(b) On résout 'équation f(z) = 6, définie sur R.

7 1
f(x):6<:>|2x—4|+3:6@|2x—4|:3<:>2a:—4:3ou2x—4:—3<:>:v:Eouxzi

7 1
Pour que Python renvoie la valeur 6, Il faut donner la valeur 50u3 a a.

2. (a) Ce programme définit tout d’abord la fonction g, définie par g(x) = 2z — 4. Puis il attribue a la
variable x 'image de 3, et a la variable y I'image de 4. Ensuite le programme teste si x est strictement
supérieur & y, et si 22 + 2 est égal a 2.

(b) La variable = contient g(3) = v/2 et y contient g(4) = v/4 = 2. La premiére ligne renverra False, car

n’est pas strictement supérieur a y, et la deuxieme renverra True car
22 4+2=2+42=4=2%=¢%

Exercice n°4

1. Soient a et b deux réels et k un entier supérieur a 3.

a. b a(k-2)+bk (a+Db)k—2a
ko k-2  k(k—2)  k2-2k

Alors 8 b 8 (atbk—2
- a — a—+ —2a
2ok k E_2 7 miok 2 _op O 8=(atbk-2a
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Or deux polyndémes sont égaux si et seulement si ils ont méme degré et mémes coefficients. On obtient alors
le systéme d’équation suivant :

a+b=0 - b:—a@ a=4

—2a = —8 a=14 b= -4

-8 4 4

B2—2% k k-2

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 3.

Ainsi, pour tout entier k > 1,

" -8 "4 4 "1
Zk:?—% k k-2 k kE—2
k=3 k=3 k=3 k=3

On effectue un changement d’indice dans la seconde somme. On pose ¢ = k — 2. Ainsisi k=3,i =1, et si
k=mn,i=n—2. Ainsi

n n n—2

—4 1 1 4 4 4 4 4 4
A N N S —6
kz_sk2+2k ;k ;z nTho1 1 2 |ntn-1

Exercice n°5

Soit n € N* et z € R.
1.

k=1
= n—li- L =n + 1 par télescopage
n
N - 0 Hk—n
Pu(-n) = [[1+ = = [[—F—=55—=0
k=1 k=1 Hk

car le terme en k = n dans le produit au numérateur est n —n =0 .

2. Soit z € R*. Montrons que zP,(z) = (x + n)P,(x — 1). On a d’une part

o [[z+% J]=+k
xPn(a:)::cxnlJr%:xXka _ oy k=L _ k=0

k=1 k=1 ﬁ k ﬁ k

k=1 k=1
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et d’autre part

HaH—k—l
- —1 " E—1 -
P = () [T+ 5 = e [ = e
k=1 k=1

k
k

k=1

= (z+n) _On On a effectué la changement d’indice ¢ = k — 1 au numérateur
I1*
k=1
n
H T+
i=0
- n
I1*
k=1
On en déduit que zP,(z) = (x + n)P,(x — 1) et en divisant par z non nul : | P,(x) = Tt nPn(:r —1)|
x
3. Initialisation :
Pour p = 1, on sait d’apres la question 1 que P,(1) = n + 1. D’autre part
! ! 1)n!
(n+p) _ (n+1) _ (n+1)n a1
pln! 1In! n!
Hérédité
! !
Soit p € N*. On suppose que P,(p) = M Montrons qu’alors P,y1(p+1) = M
pln! (p+1)In!
p+1+4+n
P, H=(— )P~
W+ 0= (P R
1 !
— (Pt (n+p) d’apres ’hypotheése de récurrence
p+1 pln!
_ (n+p+1)! | | | — |

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

(n+p)!

Conclusion : On a montré que pour tout p € N*, P,(p) = il

Probléme

Etude de cas particuliers

3

n(n—i—l)'

1. Soit n € N*. On sait que S,(1) = k= 5

k=1
2. On raisonne par récurrence
Initialisation :

1
Pour n =1, on a S1(2) = Zkﬁk =1 x 2! = 2. D’autre part, 2+ (n — 1)2"" =240 x 22 = 2.
k=1
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La propriété est donc vraie au rang n = 1.

Hérédité :
n n+1
Soit n > 1. On suppose que Z K2k =2 + (n — 1)2""1. Montrons que Z k2F =2 4+ n2nt2,
k=1 k=1

n+1

ka Zka (n+1)2"+!
k=1

=2+ (n—1)2"" + (n 4+ 1)2""! d’apres hypothese de récurrence
=24 2" n—14n+1)=2+2"" x2n
=2+ n2"t?

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion :

n
On a montré que pour tout n € N*, Z k2F =2 4+ (n — 1)2n "L,
k=1
3. On raisonne une nouvelle fois par récurrence :

Initialisation :
1 1
Pour n =1, 0na5’1 ka = 5 3
2 1+2 3 1
D’autrepart,Z—n+ =2- + =2 ==,
2n 21 2 2

La propriété est donc vraie au rang n = 1.

Hérédité :
n n+1
. 1 n —+ 1 n+3
Soit n > 1. On suppose que Z k x oF = 2 — on . Montrons que Z kx —=2— DTER
k=1 k=1
TL+1 n
1 1 1
Zk:x?k: kx?+(n+1)2n+1
k=1 k=1
—p_1E2 1 d’aprés Phypothese de ré
=i o T (n+ )2n+1 apres I’hypotheése de récurrence

_ 9 1 /(2n+4—n—1 _ 9 1 /n+3
a on 2 a on 2

n+3
2n+1

=2
Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion :

n
1 2
On a montré que pour tout n € N*, Zk X oF = 2 — n; .
k=1
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Etude du cas général.

1. (a) Soit n et p entiers naturels tels que 1 < p < n. En effectuant le changement d’indice i = k + p, on

obtient :
n—p n—p n
SO NEE W
k=0 k=0 k‘:p

(b) Soit n > 1. En effectuant le changement d’indice ¢ = k + 1, on obtient :

n n+1 n+1 n+1
E kaktt = g (1—1)z' = E izt — E x*
k=1 =2 =2 =2

(1 —2)Sp(z)=(1—=x) ik‘l’k = ikxk - :Uik‘l’k = ilmk - ik‘xkJrl
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n n+1 n+1
D’apres la question 1(b) Z kattl = Z izt — Z z', donc en remplacant cela donne :
k=1 i=2 i=2
n n+1 n+1
(1—2)Sy(z) = Z ka® — ZixZ + sz
k=1 i=2 i=2
n+1 n—1 1 — g
D’apres la question 1(a = 22 x = 22 x ainsi en remplacant et en effectuant
p qu 1n(),Zx T Z:E T [, ainsi en remplagan n uant un
=2 =0
, . na1 5 1—2"
télescopage, on obtient : | (1 —z)S,(z) =2 — (n+ 1)z""" + 2" x .
-

3. Comme ici  # 1 on peut diviser I'expression précédente par 1 — x :

S, () = :L'—(n—|—1):1:”+1+:p2 X % _ ZL‘—(TL—{—l).r”'H a2y ﬂ
l—x -2z (1—x)?
Ca(l—2)— (n+D)z" (1 —z) + 2% x (1 —a")
B (1—)?
Cx—2? = (n+ D)2t + (n4 1)a" 2 4 2?2 — gt
- (1—x)?
oz — (n+1)z" T 4 pant?
B (1—-2)?

Une autre fagon de trouver 9,,.

1. Soit x # 1. Alors |T,,(z) = x

2. Pour tout x # 1,

T (2) = 1 x 11— 2 X <—nrc“<1 —z)—(1- xn><—1>)

" —x (1—x)?
(I =-z)(1—2") —na™(1—-2z)—z(1—-2")(-1)
a (1—z)
1—2" —x+ 2" —na™ + ne™tt 4 1 — 2t
- (1—2)?
1—(n+1)z" +na"t!
- 1+ z)?
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3. Soit x # 1.L’écriture en extension de T),(z) donne :

To(z) =z 4+ 2+ 2%+ ... + 2"

Si on dérive cette expression, on obtient :

donc

Th(x) =142z 4 32 4+ ... 4 na"!

n
aT! (z) =z + 222 + 32° 4 ... + na" = kak = Sn(z)
k=1

4. En utilisant les deux questions précédentes, on établit que

Su(z) = 2T!(z) = = <

1—(n+1)z" +na™\  |z—(n+1)z" + na"t?
(1+x)? (14 x)2

et on retrouve bien ’expression de la partie précédente.
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