HEC
ECG

Correction du DS n°2

Option Economique

MATHEMATIQUES

14 Septembre 2026

Exercice n°1 - HEC 2012

Soit m un réel strictmeent positif et f I'endomiorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique de R® est
0 1/m 1/m?
donnée par : M = | m 0 1/m |,

m?2 m 0

1. Soit u = (z,y,2) € R®

1 1
T E’y—l—jz:o
ueKer(f)<=M| y | =0 mr 4 s =0 et comme m # 0
z 9 m
m°x +my =0
z=—-my
= 2y=0 i =y=2=0
1 —YTE
r=——y
m

Conclusion : | Donc Ker (f) = {0}, donc f bijective et M inversible et ¥ (f) = R3

1 1
0 1/m 1/m?*\ /0 1/m 1/m? 2 ?
2. (a) OnaM?*=(m 0 1/m m 0 1m|=|_ o L [=M+2]
m?> m 0 m?> m 0 9 m
m 2
(b) Donc M? — M — 2I =0 et le polynéme P = X? — X — 2 est annulateuir de M
(c¢) Donc, si « est valeur propre de M alors P («) = 0 ce qui a pour solutions a = —1 et a = 2 (ce sont les
seules car il n’en a pas plus de 2)
Conclusion : ‘Les seules valeurs propres possibles sont donc @ = —1 et 2.

Reste a vérifier si elles le sont ou pas :
Pour o = —1 :Soit (z,y, z) € R?
1 1
m 1 1
o et comme Ly = —2L3 et Lo = —Lg
m m

8

M+ y | =0
z

mr+y+ —z2=
) m

mc+my+z=0

<:>m2x+my+z:0<:>z:—m2x—my

Les solutions sont donc E; = Vect ((1,0,—m), (0,1, —m)) # {0}

Conclusion : ‘Donc 1 est bien valeur propre et est associé a Vect ((1,0,—m), (0,1, —m)) ‘

La famille de deuxc vecteurs non proportionnels ((1,0,—m), (0,1, —m)) est donc génératrice de Ej et
libre. C’est donc une base de E et

Conclusion : ‘ dim (E) = 2. ‘
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Pour a = 2 :Soit (z,y,2) € R?
1 1
x —2z + oo +-—52=0

M=-20)| vy | =0

me —2y+ —z2=0
z m

m2x +my —22=0

2 2
2

1
— m$—2y+(mx+my>:0 9§ SMx—JY=
m

1 1 m? m 3 3
m—|—7ny+TrL2< v y> Tt oY

2 2 2 5 2
m m z:ﬁx—i——y
PE TSy 2 2
0=0
L @{y:mi’
m m Z=mMm2x
Tt

Les solutions sont donc E_o = Vect ((1, m, m2))

Conclusion : |Donc —2 est bien valeur propre et est associé a Vect ((1, m, mQ))

et ((1, m, mz)) en est une famille libre (un seul vecteur non nul) et génératrice, donc une base.
Conclusion : ‘dim (E_2) = 1‘

Conclusion : ‘Les valeurs propres de M sont donc o = —1 et 2. ‘

La somme des dimensions des sous espaces propres est 1 + 2 = 3 = dim R?

Conclusion : ‘ M est donc diagonalisable. ‘

3. La juxtapositon des bases des sous espaces propres ((1, 0,—m),(0,1,—m), (1, m, m2)) est alors une base de

R3.
1 0 1 -1 0 O
Donc avec R = 0 1 m | inversibleet D= 0 -1 0] ona M =RDR 'et M* = RD"R™!
-m —-m m? 0 0 2

avec D diagonale, on a directement D".
Il resterait donc & calculer explicitement R~ 1.

4. (a) On passe par la matrice associée dans la base de vecteurs propres :

1 0 0O 1 1 00
p apour matrice : P=-(D+1)= 10 0 0] et ¢gapour matrice: @ =—=(D—-2)=10 1 0
3 0 01 3 0 0 0

(Les opérations entre matrices diagonales se font sur la diagonale)
Ona@QP=0et PQ=0et P"=Pet Q" =Q pourn>1

Conclusion : | pg=qp =0
pt=petg"=qpourneNetp’=¢"=7pourn=0

(b) On reconstitue f a partir de p et ¢ : f = 2p — g et comme p o ¢ = gop alors par le binéme

T = @2-9"

—~

n
= Z (Z) 2" (1) pF o " F suivant k=0 et n — k=0
k=0
n—1
_ n n n—k n n
= <k>2 (=D)" " pog+(=1)"q+2%
k=1

le découpage étant valable pour n > 2 et encore vrai pour n =0 (p+¢g=Id) et n=1(—qg+2p = f)
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Finalement

(c) et sa matrice associée est

o=

(=D)"q+2"p
Gy E v

L= (") S (1) 2

1
Conclusion :

3

et a, = -

3

M=t C M eyt 1T
(2" = (-

") et by = 5 (2(<1)" +2")

S

(d) 1l faut vérifier si le produit par la candidate inverse vaut I :

1

3
1

= @ = (-1

_|_

NeR =

—2"=(-1)")YM + E D" +2M1

3

@ = (=)7) M+ S (2" = (=)

@D "+2m 2" = (-1)"") M+ ! 2(-1)"+2")

1
9

9

que Pon développe en se souvenant que M? = M + 21

% <1— (=2)" — <—;>n+1> (M +2I)

+% (2(—2)”+1 —2- (‘;)n> M
+% (2 (—Dn —241— (-2)”) M

+é (4+2 <_21>n+2(—2)”+ 1> I
I (bluff)

] [; (27" — (1)) M +

3

2(-)""+27")I

21" +2)M

(2(-1)" 421

il faut aimer les calculs ... pour combien de points & I’arrivé ? SImplement donner I'idée est sans doute

plus rentable !

Donc la formule est encore vrai pour n négatif

Conclusion :

La formule est vraie pour tout n € Z
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Probleme - HEC 2013

Partie I. Prix d’équilibre
1. (a) D(p) =0(p) & 40 — 8p = 2p+ 20 < p = 2, donc il existe un unique prix d’aquilibre p* = 2.

(b) Pour tout n > 2,

D, =0, < 40 —8p, = 2p,, + 20 & 40 — 8p,, = 4pp_1 — 2pn_2 + 20

1 1 )
& 8pn =20—dpn_1+2pn2 S pn=—5Pn-1t P2t g
(c) def p(p0,pl,n):
a,b=p0,pl
for k in range(2,n+1):
a,b = b,—0.5%xb+0.25%xa+2.5
return (b)
(d) Pour tout n > 2,
NS SRS SR B
v = —_ = —— _ —_ _ —_—
n =Dn —D 2pn 1 4pn 2 5
1 1 1 1 1 1
) (Pn-1—2) + 1 (Pn—2—2)—1+ B} + 3= —ivn—l + Zvn—2
donc (vy,) est bien une suite récurrente linéaire d’ordre 2 .
, . _— 9 1 1
(e) Son équation caractéristique est r* + Ui 0.
1 )
A= 1 +1= 1 > 0, donc elle admet deux racines
e e R & 4
r = 74 € ro = 4
(f) D’ou il existe « et B € R tels que, pour tout n € N,
vp = arl + Bry & p, = arl + fry + 2
En identifiant pour n = 0 et n = 1, on otbient :
£ 2
a4 B+2 =py Oz+p’+2:p0

! &
ary + Bro+2=p1 Ly—Ly—rL, (ro —r)B=p1 —2—1ripo +

—2—r 2r —2—r 2r
Doupn—pl 2po + 2?_’_101 1po + L
T —T2 ro —T1

9 + 2.

(g) Comme |r| < Llet |ra] < 1,onalimr] =limry = 0 et, par suite, limp,, = 2 = p*. Dans ces hypotheses,
le prix pratiqué tend vers le prix d’équilibre.
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2. (a) Ona

—ep, —d
Dn:Onﬁa—bpn:cp}L—i—d@pn:%
. a—bp,—d
et pp=—7-—.
c
(b) En utilisant la formule donnée pour p,,, on obtient :
a—cpn—d a— Cpn—1 — Ppp—1 + cBpn—1 —d
Pn=—""7"<"P=
b b
CPn—1 cB a—d
n — -1 - 7 Pn—
S p y B=1) = et —
ca —bp,_1—d cf a—d
= Pl "8 1) -
<P B B-1) p P 1+ b
b+c a—d
Spp=|1-8 Pn—1+ 3
b b
(c) D(p)=0(p)a—-bp=cp+d& _a—d
p)=Ulp P = Cp p_b—l—c'
—d
Le prix d’équilibre est donc p* = a .
b+c

La suite (p,) est une suite arithmético-géométrique.

b —d —d
Cherchons ctel quec=(1-7 re c+6a se="2 =p".
b b a+c

Alors, pour tout n € N*,

Pn —C= (1Bb—;;c>pnl+ﬁa;d <<1Bb—£c>c+ﬁa;d> = <1ﬁb—£c> (pnflfc)

S : . b+c
donc la suite (p, — ¢) est une suite géométrique de premier terme py — ¢ et de raison <1 - p )

b

b n
Par suite, pour toutnEN,pn—c:<1—B —El)—c> (po — ¢), et donc
b+c\"
pn—<1—5 5 > (po —p*) +p"

b n
(d) Si po # p*, il est clair que la suite (py), converge si et seulement si la suite <<1 - B ZC> >
n

b+c
b

converge. Or, cette suite est géométrique de raison (1 - p ) Elle converge donc si et seulement

b+ c
b

b+c

si1-p < 1.

E] —1,1{. Or, comme ,b et ¢ sont strictement positifs, on a toujours 1 — 3
b+c

b
Dans ce cas, on a limp, = p*.

Enfin, 1 -3

b+c c 2 c 2
“-1ef—<281l+-< - - < ——1.cqfd.
> I5} 5 < +b<ﬁ b<ﬁ cq
. c 2
(e) Slc<b,alorsona5<1et,comme BE]O,l],onaB—lzl.

) c 2 .
Dong, si ¢ < b, on a - < — — 1, ce qui assure que (p,) converge vers p*.

b p
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Partie II. Convexité du profit et prix aléatoire

3. (a) hy est dérivable sur R par opérations sur les fonctions usuelles et, pour tout = € R4,

h;(x):p—x2>0<:>x2<p<:>x<\/z5 (carx > 0)

D’ou
x 0 VD +o0
/
hy, () + 0 -
2p\/p
3
hp(2) / N\
0 —00
On a Erf hp(z) = —oo (par croissances comparées).

2
hp(x):O<:>x<p—a;> =0 zx=0oux=+/3p (carx >0).

2
D’apres le tableau de variations de hy, la valeur maximale de h, sur R est p:;/f)
(b) Comme h}(0) =1 et hy1(0) =0, on a une demi-tangente en 0 d’équation y = x.

Comme h}(z) = —2x < 0, hy est concave sur R.
On a donc :

4. (a) Supposons que lim F'(x) # +oc.
T—r+00

Alors, comme F’ est strictement croissante sur R, F” est bornée sur R, donc il existe M tel que, pour
tout z € Ry, F'(z) < M.
Par suite, par positivité de l'intégrale, pour tout = > 0,

x xX
F(z)—F(0) = / F'(t)dt < / Mdt = Mz, etdonc F(z)<Mz+ F(0)
0 0
En divisant pour x > 0 par sz” > 0, on obtient :

F(x) _ Mz +F(0)

sr” sz’
N~ e
z—+00  (car F(z)~sz")
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ce qui est donc impossible.

D’ot, par 'absurde, on a bien lim F'(z) = +oo0.
T—+400

(b) F’ est strictement croissante (énoncé) et continue (car F est C? ) sur R, donc elle réalise une bijection
de R4 sur [F’(O), lim F'(z)[=Ry .
T—+00

Elle admet donc une bijection réciproque, notée S et Dg = R.

(c) eIL, est de classe C? sur R, par opérations sur les fonctions de classe C? et, pour tout z > 0,

H;(a:) =p—F(x) et Hg(x) =-F"(x) <0
Par suite, II, est concave sur R..

e De plus, I (z) > 0 & F'(z) < p < = > S(p) (car S est strictement décroissante sur R comme
bijetcion réciproque d’une fonction décroissante).

On a donc :
x 0 S(p) +o0
IT, (z) + 0 -
11, () I, (S (p))
0 N\
0 —00
Par croissances comparées, on a I, (z) = pxr — F(z) ~ —sz” — —o0.
g T—+00
~sx”

D’apres le tableau de variations, II,, admet donc bien un unique maximum sur R, atteint en S(p).
5. (a) D’apres la question précédente, on a M(p) = 1I,(S(p)) = pS(p) — F(S(p)).

(b) Comme F”(x) > 0 sur son ensemble de définition, S = F'~! est dérivable sur R et, pour tout > 0,

1

@) = Fitsay)

Par suite, M est dérivable sur R par opérations sur les fonctions dérivables et, pour tout = > 0,

M'(z) = S(z) + 28 (z) — S (2)F'(S(x)) = S(z) + 25 (z) — S'(x)x = S(z)

car S est la bijection réciproque de F’ et donc F'(S(z)) = =.

(c) Comme M’ = S, o1 S est strictement croissante comme bijection réciproque d'une fonction strictement
croissante, M est convexe.
De plus, comme S(z) > 0 pour tout z > 0, M’ est strictement positive sur R sauf éventuellement en 0
, donc M est strictement croissante sur R .

6. (a) Soit y € Ry.
L’équation de la tangente & C); au point d’abscisse y est z = M'(y)(z — y) + M (y).
Or M est convexe sur R, donc, pour tout x € R, M(z) > M'(y)(z — y) + M (y).
En appliquant I'inégalité précédente en p(i) € R4, on obtient alors

M (p(“) > M'(y) (p(i) - y) +M(y) & M (p(i)) — M(y) > M'(y) (p(“ - y)
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(b) Comme p est une variable finie, M (p) admet une espérance et, d’apres le théoreme de transfert,

E(M(p) =Y M (0) P (p=p")
=1
> i (M) (19~ y) + M) P (p=p?) (Capres 6.)
i=1
> M'(y) zk:p(i)P (p = pm) —M’(y)yzk: p (p = pm) +M (y) zk: p (p = p(“)
=1 i=1 i=1

—E(p) =1 -1
= M'(y)E(p) —yM'(y) + M(y) = M(y) + M'(y)(E(p) — ).

(¢) En prenant y = E(p) dans I'inégalité précédente, on obtient

E(M(p)) =z M(E(p)) + M'(E(p))(E(p) — E(p)) = M(E(p)). cafd.

Quelle conclusion peut-on en tirer 7 Est-ce vraiment des maths? 7?7 ?
0
7. o Comme f est nulle sur R_,/ xf(z)dr = 0.

—0o0
+oo
L’existence et la valeur de F(p) dépendent donc uniquement de / zf(z)dz.
0
+oo

o En supposant que M (x)f(x)dx converge, on a, toujours d’apres le théoreme de transfert,
0

400
E(M(p)) = ; M(x)f(x)dx ( car f est nulle sur R_)

En utilisant I’inégalité 6 .a avec x a la place de p(i)7 on obtient, pour tout x € Ry,

M(@)f(0) 2 M)~ 0)f () + Mu)S (), et done /(o) < s b(a) o) + PO L0 g
0L ey M) M) LT M)+ M(y)
or [ speM@e P @)de = s [ b (e R [

converge comme somme d’intégrales convergentes,
+oo
donc, d’apres le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives, / xf(x)dx converge aussi
0

(donc p admet une espérance) et

L oy I @) + M) [ ] y M’ (y) + M(y)
B0) < 3 [ M)+ B [ p@)an = s p i) +

et, par suite,

E(M(p)) > M(y) + M'(y)(E(p) — v)

Enfin, en prenant y = F(p), on obtient l'inégalité souhaitée.
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Partie III. Espérance conditionnelle

8. (a) Si X et Y sont indépendantes, alors pour tout i € [1,¢], pour tout j € [1,7], Px=s, (Y =y;) =
P (Y = y;). Par suite, pour tout i € [1,¢],

.
)= YiPx=, (Y =y;) =Y y;P(Y =y;) = BE(Y)
j=1
Or, pour tout w € €, il existe i tel que X (w) = x; et, par suite,

donc Z est la variable constante égale & E(Y'), ie Z = E(Y).

1 sii=y

(b) SiY = X, alors pour tout i € [1,¢], pour tout j € [1,q], Px—=s, (X = 2;) = { ]
0 sinon

Par suite, pour tout i € [1,¢],

q
JJZ) = ijPX:CCi (X = xj) = T;
j=1

Enfin, pour tout w € €, si X(w) = z;, on aura Z(w) = ¢ (z;) = z;, doncon a Z = X.

(c) Sitous les réels ¢ (z1), ¢ (x2),...,¢ (z4) sont deux a deux distincts, alors
Vie[lql, PEY|X)=¢@)) =PX =)
(d) On a Z = ¢(X) qui admet une espérance car X est finie et, d’apres le théoréeme de transfert,

E(E(Y | X)) = E(p(X)) = Y ¢ (2:) P (X = x;)

=3 yP(X =2) Px—, (Y = ;)

i=1 j=1
—Z%ZP = i) Px=z, (Y = y;)

= Z yiP (Y =y;) (d’apres la formule des probabilités totales)

= E(Y)

(e) Par linéarité de I’espérance conditionnelle (HP ?!), on a :

EOY +pX + 1| X) = AE(Y | X) + pE(X | X) + pEQ | X) = AE(Y | X) + pX + 1

Partie IV. Anticipation naive et anticipation rationnelle

9. (a) Comme p, et p,_1 suivent la méme loi, on a E (p,) = E (pp—1)-
De plus, comme p,, = 0p,,—1 + (1 — 0)p* + u,, et par linéarité de I'espérance, on a :

E (pn) =0FE (pnfl) + (1 - H)p* +E (un)
D’ou

E (pn) =0E (pn) + (1 - 9)])* +E (un) < E (pn) = p*
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o De méme, on a V (p,) =V (pp—1 et, comme u,, et p,—1 sont indépendantes, on a aussi

0.2
Vi(pn) =V (Opn1+ (1= 0)p" + un) = 0°V (pp1) + V (un) & V(on) = 753

0_2

1—6%

Comme de plus on a py = lug 4+ m, on a aussi E (pg) = LE (ug) +m =m et V (pg) = 2V (ug) = *02,
donc, en identifiant, on obtient :

o Par suite, comme toutes les variables p,, suivent la méme loi, on a E (pg) = p* et V (po) =

1 1
m=p" et (== et donc

Vioo2 =T

(b) Comme p,, et p,_1 admettent une variance, Cov (p,, pn—1) existe.

ug +p*

Comme uy, = pp, — Opp—1 — (1 —0)p*, on a

1+602)V (pn) =V (un
V (un) :V(pn)+92V(pn,l)—%Cov(pn,pn,l), et donc  Cov (pp,pp—1) = ( + ) (pn) (un) =

02 20
1—6%
C s Pn— C , Dn— . s s
e 0= OV (Pn; Pn-1) _ OV (P, Pn1) , donc 6 est le coefficient de corrélation linéaire de (py,, pr—1).

13292 B \/V (pn) 4 (pnfl)
10. On a

E (pn | pn—1) = E(Opp—1+ (1 — 0)p* + upn | pn—1)
=0pn—1+ (1 —0)p" + E(up | pn—1) (d’apres 8.e )
=0pp—1+(1—0)p"+ E(u,) (dapres 8.a, car u, et p,—1 sont indépendantes)
=0pp—1+(1—0)p".

11. (a) Ona E (py | pn—1) = E (pn—1 | pn—1) = pn—1 (d’apres 8.b).

2
N * A g
Ona E(pp) = E(pn-1) =p" et V (pn) =V (pn-1) = 1—62°
Enfin, on a
E(en) :E(pn)*E(pAn) :p*ip* =
et

o? _g 602  20%(1-6)  20°
1— 62 1—62  1-—-62 146

(b) Dans ce modele, on a donc p,, = 0p,—1 + (1 — 0)p*. Par suite, on a :

Vv (en) =V (pn) +V (pAn) —2Cov (pn,pAn) =2

E Py | pn-1) = E(Opp—1+ (1 —0)p" | pp—1) = Opp—1+ (1 — 6)p*
E (pn) =0E (pp—1) + (1 — 0)p* = p*

0252
. 2
V(Pn) =0 V(pn—l) = 1_02
E(en) =E(pn) — E(@n) =p"—p" =0
et Vien) =V (pn)+V (pn) —2Cov (pn,n)

B (1—|—92)02 _q o2
1—62 1-—62
(1—20+6%)0°
T 1
(1-0)202 (1-6)0?

1—62 1446
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(c) Les anticipations naive et rationnelle prennent en moyenne la méme valeur que le prix p,,, Mais 1’écart
au prix pratiqué de l'anticipation rationnelle a un ecart-type plus petit, et sera donc en moyenne plus
proche du prix pratiqué.

Bref, anticipation rationnelle est meilleure.
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