HEC
ECG

DS n°3

Option Economique

MATHEMATIQUES

5 Octobre 2026

Exercice n°1

1. (a) 1i. Un calcul matriciel direct donne :

2 4 0
M=CL=|0 1 —-1| et M?=0;.
2 4 -2
ii. On a
2 4 0 2 4 0
rg(M) =rg 0], 21, -1 = dim Vect 0),121],-1
0 4 -2 0 4 -2
2
= dim Vect 0 =1.
0

Ainsi, rg(M) = 1.
iii. On a M? = 0 donc X2 est un polynéme annulateur de M. Il S’ensuit que la seule valeur propre
possible pour M est 0. En outre, rg(M) = 1 donc 0 € Sp(M). Ainsi,

Sp(M) = {0}.
Puisque M admet une unique valeur propre et qu’elle n’est pas diagonale, il vient,
M n’est pas diagonalisable.
1 0
1

rg(P)=rg |0

0 100
0] =wgl0 1 0] =3.
0 -2 1 00 1

Ainsi, rg(P) = 3 et donc P est inversible.
Un calcul direct donne
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ii. Soit M =

@ a e
>0 o
~
o
=
©

.

Posons alors

1 1
R'f2]=(o0
-1 0
0 0 1
Onposedonc Q=R '=(0 1 -1
-1 2 -1
iii. On a
0 0O 1 00
PMQ@ = PCLQ = PC[1,0,0]=P |1 0 0] =10 0 O
2 00 0 00
En conclusion,
1 00
PMQ=10 0 0
0 00

2. (a) On propose les programmes suivants :
def addlig(b,i,j,A):
[n,p] = np.shape(A)
B=A
for k in range(1,p+1):
Bli}[k] = A[i][k]+bxA[j][k]
return (B)

et

def echlig(i,j,A):
[n,p] = np.shape(A)

B=A

for k in range(1,p+1):
B[i][k} = A[}][k]
Bj][k] = A[i][K]

return (B)

(b) La matrice D est une matrice diagonale avec des 1 partout sur la diagonale sauf a 'entrée (i,7) qui
vaut a. On sait alors (ou on le vérifie a I’aide de la formule du produit matriciel) que multiplier A par
D a gauche (a droite, respectivement) revient a multiplier la i-éme ligne (colonne, respectivement) de
A par a.

Ainsi, le programme multligmat effectue bien 'opération L; < al;.
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ii.

iii.

ii.

i. Si on note Ly, ..., L, les lignes de M, on a rg(M) = 1 donc toutes les lignes sont colinéaires et il

en existe au moins une non nulle. Autrement dit, il existe iy € [1,n] tel que L;, # 0 et, pour tout
i € [1,n], il existe ¢; € R tel que L; = ¢;Lj,.

C1
Posons alors C = | : | et L = L;,. Alors
Cn
c1Li, Ly
ca Ly, Ly
CL = . = . = M
CnLio Ln

On a

=1

=1

et C' # 0 donc Z&ci € Sp(M).
i=1
rg(M) =1 donc 0 € Sp(M) et dim Eo(M) =n —rg(M) =n — 1.

n
Posons A = Z&ci. Si A #0, on adim E\(M) > 1 et donc, puisque la somme des dimensions des

i=1
espaces propres ne peut excéder n, on a

dim Ey(M) + dim E)\ (M) = n.

Ainsi, M est diagonalisable.

i. Le sujet semble vouloir nous orienter vers un argument calculatoire alors qu’un argument concep-
L t bl 1 t t calculat 1 ’ t

tuel général est a portée de main et semble plus éclairant, nous privilégierons donc cette seconde
approche.

Soit By la base canonique de R" et f € L(R") tel que Matp,(f) = M.

Puisque f est non-nul, il existe u; € R" tel que f(u1) # 0. Soit (ug,...,u,) une base de Ker(f),
alors By = (uy,...,uy,) est une base de R" (on vérifie facilement qu’elle est libre et elle a le bon
nombre de vecteurs).

Posons v1 = f(u1) # 0 et complétons v; en une base By = (v1,...,v,) de R".
Alors
1 0 0
00 - 0
MatBth (f) =1 - - o B El,l-
00 --- 0

Autrement dit, si on pose P = Pg, p, et Q = Pp, B,, on a
PMQ = Eq 1.
On reprend la construction précédente, en posant
Bi = (UQ, Ceey uj,l,ul,uj+1, . ,un),

/
B2:(vg,...,Ui_l,vl,vi+1,...,vn),
Py = Pp g, et Qj=Pp, p.

Alors,
PMQj = Ei;.
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Probléme

1. (a) Si f est une fonction impaire continue sur [—h, h] :

/ Zf(t)dt -

On obtient immédiatement :

h
/dt = 2h

D‘

h h
/ (x+t)d = :c/ dt+/ tdt = 2xh
h —h —h
h h h 2
/ t(x +t)dt = a:/ tdt+/ 2dt = =h?
h h h 3
h h
/ (z+1t)%dt = :c2/ dt—|—2x/ tdt+/ t2dt = 22%h + h3
h h
(b)
h h h h
/ t(x+t)%dt = $2/ tdt+2x/ t2dt+/ t3dt
—h ih L —h —h
3
o 2x[3t]—h
4h3x
3

t
(¢) On fait le changement de variable u = 7 Donc t = hu et dt = hdu.

/f +1)d /fx+huhdu— /f:c+hu)

1

t t)dt = 5 1h hu)hd 5 hu)d
flz+t)dt 2h3/ uf(z + hu) u=gp | uf($+ u)du

De méme :
3 h
2h3 J_
2. (a) Sik est pair, (—1)¥ = 1 donc h¥(1—(=1)%) = 0. Si k est impair, (—1)* = —1 donc h*(1 — (—1)%) = 2n*.
(b)

n+1 n
So(h) = %[hni + 1} 1_1 N z(nh+ A (=10
n+2 n—1
GO(h) = % [hn%ﬂ] 1_1 — 2(3:—’_2)(1 _ (_1)n+2)
(c)
" T nyy - n xn—k h kg = n xn—k hk+1(1 — <_1)k+1)
/_h( +t)dt—kz::0<k> /_htdt—z<k) —_

k=0

Les termes d’indice impair de la somme sont nuls donc :

/h (o tydt = 207 + 3 < . > (= PN
k=2

—h k+1

En divisant par 2h :

. n n (1_(_1)k+1)xn—k -
Sy(h) =z +h2§<k) ) k=2
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De méme :

/h t(x+t)"dt = zn: ( Z > 2k /h el gy Zn: < Z ) ek hk+2(1k_+(;1)k+2)

—h k=0 —h k=0

Les termes d’indice pair de la somme sont nuls donc :

h n k+2\,.n—k
2 n\ (1 - (=1
¢ Dt = Zne?1p3 hk+2
/h (@ +¢)"dt = gna —|—1§3<k> )

3
En multipliant par §h3 :

B - n n (1_(_1>k+2)xnfk B
Gy(h) = nx 1+3h2k2<k) D) RE=3

Comme A, et B, sont continues en 0, lim h?A,(h) = lim h*B,(h) = 0. On en déduit que :
h—0 h—0

lim S,(h) = 2™ ; lim G,(h) = na""!

h—0 h—0
3. (a)
lim m:1; lim m:—l;
z—=0t T z—=0~ T
Donc f n’est pas dérivable en 0.
(b) La fonction f est paire et t +— ¢ f(¢) est impaire, donc :
I 1
So(h)=— [ tdt=-h; Go(h)=0
h Jo 2
Donc s(0) = ¢g(0) = 0.
4. (a)
F — F(zx —
S, (h) = (x4 h) (x—h)

2h
(b) La fonction F est dérivable en z et F'(x) = f(z), donc pour tout h € [—a, +a] :
Fx+h)=F(z)+hf(z)+o(h) et F(x—h)=F(z)—hf(z)+o(h)
On remplace dans 'expression de Si(h) :

_ 2hf(x) + o(h)
2h

On en déduit que }llir% Sz(h) = f(x). Donc s(z) = f(x).
—

Sz (h)

5. (a) On considere la fonction v, définie par v,(0) = 0 et pour tout ¢t € [—«, 0[U]0, ] :

fl@+1t) — fz) —tf'(z)
t

vg(t) =

Cette fonction est continue sur [—a,0[U]0, ] car f est continue sur [z — o,z + o et comme f est
dérivable en z :

flx+t) = f(z) +tf () +o(t)
o(t)

Donc vz (t) = - = o(1). Donc v, est continue en 0 donc sur [—a, o] et :

fla+1) = f(z) +tf'(z) + tvs(t)
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(b) Comme lin%) vz (t) = 0, il existe ¢ € [0, a] tel que que pour tout ¢ € [—6,d],
T—

vz (t)] < &

Pour tout h € [0,4] :

h h h 2h3
‘/ t%x(t)dt’ g/ t2 |vg(t)] dt < a/ t2dt = =5
h

—h —h _
Donc :
3

h
2h3/ t2vw(t)dt‘<5

—h

(¢) Avec les notations de la question précédente :

h
%W::QS%W@HW@+%Nwt

_2;0@[;wwmvgw+ﬁfmwg

3 h
- f/(g;)+2hg/ 20, (t)dt

—h

Donc :

|Ga(h) = f'(@)] = 55

Donc G, admet une limite en 0 et cette limite est f/(x). Donc g(z) = f/(x).

(a) On calcule :
3

h h
/)®+nﬂ%#:/ #+2mw+ﬁ#ﬁzzwl+mﬂ%

—h —h
Comme :

(flx+1t)— (b+at)? = (flx+1)* = 2(b+at)f(x +1t) + (b+ at)?

On a bien : N ., 3

ﬂmw:iigﬂx+ﬂfﬁ2/;®+aﬂﬂx+®ﬁ+2M2+m23

Ce qui donne bien la formule demandée.

(b) La fonction ¢ s’écrit :
QD(CL, b) = kl — 2k2a — 2]€3b + k4a2 + k5b2

La fonction ¢ est une combinaison linéaire de 5 fonctions de classe C? donc ¢ est de classe C2.

%(aa b) = —2ky + 2k4a ; %Z(a, b) = —2ks3 + 2ksa.

Donc ¢ admet un unique point critique (a*,b*) avec :

o k2 _ o ks

0 = =Gl b= = S.(h)
(a) 1 1 h )
E(X) =5 V(X) = 1 B(hX) = 3 s V(hX) =
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(b) On applique le théoreme de transfert :

E(f(hX +z)) = f(h+2)P(X =1) + f(z)P(X =0) = flz+ h2) + f(x)
De méme : (f(z + h))Q + (f(x))Q
E((f(hX +x))%) = 5
Donc :
V(X +2)) = @ h>); +(f(@)? <f(:c + h2) + f(x)>2
_ (fl@+h) -~ f(2))?
4

De plus :

E(hXf(hX + 1)) = %hf(h + )
Donc :

Cov(hX, f(hX +z) = ;hf(h+q;)_;bxf($+h)+f($)

h(f(x +h) = f(z))
4

MIGHIIED  pa 4 h) - f(a)
\/ Ulath)—f=)? , 12 [f(z+h) — f(z)]

rz(h) = =+1

Si f(z +h) > f(x), ro(h) = 1;si f(z +h) < f(x), ro(h) = —1. 1 existe donc (a,b) € R? tel que
f(hX 4+z) =ahX +b. X(Q2) ={0,1}. Donc a et b vérifient f(z+h) =ah+0bet f(x) =b. On en déduit
que :

f(hX +a) = (f(z +h) = f(2)X + f(z).

(d) Si f(z+h)=f(z), f(hX +z)(Q) ={f(x)} donc f(hX + z) = f(x). La relation précédente est encore
valable dans ce cas.

8. (a) La fonction :

1
— s1 —1<z«<1
T — 2
{ 0 sinon
est une fonction densité de X. La fonction :
0 six < —1
1
x §(x+1) si—1<x<1
1 sixz>1
est la fonction de répartition de X.
1 1
1 1 1
EX)=[ Ztdt=0; V(X)= “2dt = =
)= [ grar=os v = [ Sa-g

(b) D’apres le théoreme de transfert :

1
E(f(hX +x) = /_1 F(ht + x)édt

Donc E(f(hX + x) = S;(h) d’apreés 1c. Toujours d’apres le théoréme de transfert :

1

E((f(hX 4+ z)?) = / (f(ht + x))Q%dt

-1
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On fait le changement u = ht. 1l vient :

h
E((f(hX +)?) = 21;1/ (F(u+ 2))2du

Donc :
h
VX +0) = BF0X +0)) = (BU0X +2)7 = g [ (et )Pdu— (5.(0)?

2 1

E(hXf(hX +2)) = /11 htf(ht + x)%dt = % X o | It @)t

h2
Donc d’apres 1c : E(hX f(hX +z)) = ng(h). Comme E(hX)=hE(X)=0,0na:

Cov(hX, f(hX + 1)) = E(hX f(hX + z) = —Gq(h)

9. (a) Comme f est dérivable en O :
f(@) = f(0) +2f'(0) +o(z) 5 f(—=z) = f(0) —2f'(0) + o(z)

Donc

= 2f(0) + o(1)

Ce qui montre que f'(0) = 0. Comme f est paire, la fonction ¢ + ¢f(t) est impaire donc on obtient
successivement Go(h) = 0, Cov(hX, f(hX)) =0 et ro(h) = 0.

(b) f'(t) =nt""1. Sin=1, f(0) =1 sinon f/(0) = 0. On reprend la question 2b :

f(@) = f(=x) _ 22f'(0) + o(x)

B2 it
Cov(hX, f(hX)) = 5-Golh) = =—
Comme Sy(h) =0 :
1, 2n
V(f(hX)):%/ht dt:2n+1

" e B2n+1) A
T = =
0 RN n+2 ||
3 2n+1
Donc :
32n+1)
lim rg(h) = Y———=
h—0Tt 0( ) n—+2

10. (a) Dans 5d, on a montré que }llin% G.(h) = f'(z) donc d’apres 8b :
%

2

h
Cov(hX, f(hX + &) ~h0

= f(@)

(b) f(x) =0 donc f(z+1t) =tf'(x) + tva(t).

E(f(hX + 1)) = —1h< / tdt + / tv(t dt) / tvy (t)dt

On remarque que : (f(z +1))% = 2((f'(z))* + we(t)) :

1 h
BUGX +a)) = 5 [ (a0

% <(f’(:c))2/_};t2dt+/_};tZwm(t))zdt)

2 h
= @Ry [ Pude)a
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(c) Soit € > 0. Comme v, tend vers 0 en 0, il existe 6 € [0, ], tel que pour tout ¢ € [0,0] :
vz (t)] < &

Soit h € [0, d].
h h h h2
‘/ tvx(t)dt‘ g/ t g (t)] dt gg/ tdt = 75
h

—h —h —

Donc

1 h
}lzlg%)ﬁ /h tog(t)dt =0

De méme, comme w, tend vers 0 en 0, il existe § € [0, a], tel que pour tout ¢ € [0, ] :
lwz ()] < e

Soit h € [0, d].
h h h 3
‘/ t2wx(t)dt‘ </ t2|w$(t)|dt<5/ 2dt = %

—h —h —h

Donc

(d) D’apres 10c :
Donc :

Ce qui montre que :

b f(x)

b x B (f1(x)?

Si f/(z) > 0alors : lim r.(h) =1.Si f'(x) <0 alors : lim 7,(h) = —1.

h—0t h—0t+

11. Soit f la fonction t — f(t) — f(z). On a f(x) =0et f'(z) = f'(x) #0.

2 (h) ~p_s0t

V(f(hX + 1)) = V(f(hX + ) = f(2)) = V(f(hX + z))

Cov(hX, f(hX + x)) = Cov(hX, f(hX 4+ z) — f(z)) = Cov(hX, f(hX + z))
Donc 7, (h) le coefficient de corrélation linéaire entre hX et f(hX + ) est ry(h).

Donc, si f'(z) > 0 alors lim 7,(h) =1:si f/(z) < 0 alors lim r,(h) = —1.
onc, si f'(x) aorshi)r&r( ) si f'(x) aorshi}r&r( )
12. (a)

Py(t) =1, Pi(t) =0, Pi(t) = 0.

1
Pi(t) = %(t2 -1, P)=t Pl(t) =0
1 1
Po(t) = (2 — 17, Py(t) = 5t — 1), PY(t) = 5(3* — 1)
(b) Le degré de P, est 2n, celui de PT(Lk) est 2n — k si k < 2n et si k > 2n, P,(Lk) est nul donc son degré est

—0Q.
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(c) Il existe un polynéme @ de degré au plus 2n — 1 tel que pour tout t réel :

Palt) = g (12" 4+ Q(1)
Donc :
P (1) = 2n(2n—1) x ... (n+ 1)t" P

2nn!

Le coefficient dominant de P{™ est :

a :2n(2n71)x...(n+1) _ (2n)!

2nn) 27 (n!)?
Le polynoéme P,(LQ”) est un polyndéme constant :
! 2n)!
(2n) (4 _ (27) @) _ (
Py(t) = 5o p T @7V () = 5
(d) Montrons par récurrence que pour tout k € {0,...,n — 1}, il existe un polynéme tel que pour tout ¢

réel :
P(t) = (2 = 1)" " Tx (1)
1
Pour k =0, avec Ty :t+— ——, on a: P,(t) = (t* — 1)"Tp(t).

2nn!’
Soit k € {0,...,n — 2}, supposons que pour tout ¢ réel :

PI() = (1 = )" T (1)
ou T}, est un polynéme. On dérive. Pour tout ¢ réel :

PFV@) = (8 = 1)" T + 2(n — k)i = 1)" T (1)
(tQ o 1)nf(k+1)Tk+1(t)

avec Thi1(t) = (£* — DTL(t) + 2(n — k)tTi(t). La fonction Tyy1 est un polynéme. Ce qui conclut le
raisonnement par récurrence.

Comme le degré de PF) est 2n — k et le degré de t — (12 — 1)"7F est 2(n — k), le degré de Ty, est
2n —k —2(n — k) = k. Pour tout k € {0,...,n — 1} :

(e) On montre par récurrence que pour tout k € {0,...n} :

! _ 42\n _n<n_1)(n_k+1> ! n+krq _ p\n—k
/_1(1 e = M /_1(1+t)+(1 Bk

L’égalité est évidente pour k = 0. Soit k € {0,...n — 1} et supposons que :

! oy, nn=1)...(n—k+1) ! n+k(q _ p\n—k
/_1(1 ey = Mo /_1(1+t) (1— t)"*at

On integre par parties :

1 n+k+1 1
n+k/q _ p\n—k _ (1+t) _ \n—k
/_1(1+t) (1— " kdt — {n—i—k—i—l a-nt|

n—k ! nt-k41 n—k—1

+m 1(1+t) (1 *t) dt
n—k ! n+k+1 n—(k+1)

= agrer ) T
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On en déduit que :

1 _ _ _ 1
/ (1 _ t2)ndt _ n(n 1) T (n k + 1) % n—k / (1 + t)n+k+1(1 _ t)nf(k%l)dt'

1 (n+1)...(n+k) n+k+1/)_,

Ce qui termine le raisonnement par récurrence. En particulier pour n =k :

aeeypa = — " [
[ - - <n+1>...<2n>/1( )

22n+1n!

S @Y

(2n+1)!

13. (a) On integre par parties :

1 1 1
() (4t — (n—1) _ ) pn=1)
/ RUP (0)de = [R(t)Pn (t)]_l / OB D@

Comme P" 1 (—1) = P D(1) = 0, on en déduit I'égalité demandée.

n

(b) On montre par récurrence que pour tout k € {0,...,n} :
1 1

/ R()P™ (t)dt = (—1" / R®) (1) PO—H) (1) d
—1 -1

Ce qui montre, en particulier, I’égalité demandée.

n)

(c) Sile degré de R est strictement inférieur a n, R™ est le polynéme nul donc :

/ " ROPW (1)t = (—1)" / " RO Py (1)t = 0

-1 -1

1 1
/ (B (1))2dt = (1) / PEY) (1) P (1)t

D’apres 12c¢ :

2nn!

/ (P e)2at = (—1y ! / Pt
-1 -1

D’apres 12e :

1 1y 1l —1)" 2n+l(p))2 o nl
/ Pn(t)dt:( 1) / (1_t2)ndt:( ne 2 () :(_1)nm

1 2rnl 2nn! (2n+1)!
On en déduit : . (20! " |
2n)l 2" x nl 2
P (4))2dt = =
/1( n (1) ol 2n+ 1) 2+ 1

14. (a) 1! 1
- /_1 Flx + ht)Ry(t)dt = Sy (h)
Donc Ly(z) = f(x).
3! 1 /
. /1 Flo+ ht)PL(t)dt = Gu(h)

Donc Ly(x) = f'(x).
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(b) La formule établie en 13b, reste valable si R est une fonction de classe C*°. On applique donc cette
formule avec R : ¢ — f(x + ht).
R™(t) = b f™ (z + ht)

Donc :

2nn!

1 hn 1
/ flz+ ht)PM™ (t)dt = / F (2 + ht) x (1 — t2)"dt
-1 -1

1 1
‘/_1 (f(”)(x+ht) —f(")(x)) (1 t2)”dt‘ < 2”/ ‘f(”)(:c+ht) - f(")(:c)‘dt

-1

Par changement de variable v = ht :

/1 ‘f(”)(:c—l—ht) - f(”)(x)’ dt = 2/h ‘f<">(x+u) - f<”>(x)( du

-1 —h

Il existe une fonction v, continue sur [—a, a] telle que, pour tout t € [—a, o] :
FO (x4 t) = f (@) + 1 f 0 (@) + tua (D)

Donc :
h h
i e =@l g [ @)+ o] a

—h

La fonction ¢ — | ™+ (2) 4 v,(t)| est continue sur [—a, a] donc bornée. Soit K un majorant de cette

fonction.

1 [h 1., ("

/ ‘f(”)(x+t)—f(”)(x)’dt<f(/ t|dt = Kh
h h _h

Ce qui montre que :
1
‘/ (f(”) (z+ ht) — f<”>(:c)) (1- t2)”dt‘ <2'Kh
~1

D’apres le théoréme des encadrements :

1

lim ( FO (@ + ht) — F (x)) (1—t2)"dt = 0

h—0t J_q
On en déduit aussi que :

1 22n+1(n!)2

1
im ™) (2 _2yngs — ) (g 2y
fim [ 7@ b0 = £ = (@) [ 0= erar

27 (D)7 )
oot . Gnrir ()

D’apres 14b :

(2n + 1) /f + ht)P™ (t)dt = (2n 4 1)! /1 F (@ + nt)(1 — t2)dt

2n+1hn ! 22"+1(n') 1

Donc Ly () existe et Ly(z) = f™(z).

(k)

15. (a) On remarque que pour tout k& € N, le degré de P,"’ est k. Comme la dimension de R, [X] est n + 1, il

suffit de montrer que la famille (P,Ek)) ke{0,....n} est libre. On raisonne par récurrence sur n.

Initialisation : Py est non nul donc il forme une famille libre. Soit n € N et supposons que (P,E,k)) ke{0,...,n}
est libre. Soit (ag, a1,...,an;1) € R"™2 tel que :

n+1

Sap =0
k=0
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En dérivant n + 1 fois cette égalité, on a :

n+1
}E:akfén+l+k)::0
k=0
Pour tout k£ € {0,...,n}, P,En+1+k) = 0, donc an+1P$rnl+2) = 0. Comme Pffﬂ” #0,o0n a apy; = 0.
Donc :
n
}E:akfik)::
k=0
D’apres I’hypothese de récurrence ag = a; = ---a, = 0.

(b)

[ @uora=3(a [ #wra) vz S (o [ B0 0a)

k=0 -1 0<i<j<n -1

D’apres 13c, si i < j (on prend n = j et R = pi(i)) :

1 . ;
/ PY(t) x P (t)dt = 0
-1

D’apres 13d :

Donc :

(c¢) On développe :

@n(Qn):/ (f(z + at)) dt—2/ flx+ at)Qnu(t )dt+/ (Qn(t))*d

-1

On exprime le deuxieme terme en fonction des y; :

/fx+ath t)dt = Zak/ flx+ at)P," (t)dt = Zakyk

Il vient :

1
B (Qn) :/ (f(z + at))?

-1 k=0 k=0
On remarque que pour tout k € {0,...n} :

S S S 2%k+1 \* 2%k+1,
kY T o % T o g 5 Yk 5 Yk
Donc : ) ) .
2k +1 2k +1
©.(@0) = [ (7(e+an) ( . yk) Sy L,
-1 k= k=0
(d) YQn € Ry [X]
1 n
2k +1
2,(Qn) > / (Fla+at)de =3 22
-1 k=0
Il y a égalité si, et seulement si, pour tout k € {0,...,n} :
2% + 1 .
ap = 9 Y = ag
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