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ALGEBRE LINEAIRE : DIMENSION FINIE

Familles de vecteurs

Exercice 1.
On note I 'espace vectoriel des applications continues sur R a valeurs
dans R.

1. la famille (z — z,2 — =
famille génératrice de E'?

2 x +— 23) est elle libre? Est elle une

2. Montrer que la famille (z — e*®)
génératrice de £?

ke, n] &St libre. Est ce une famille

Applications linéaires, représentation matricielle dans

les bases canoniques

Exercice 2.
Soit I’application linéaire :
f+ R — R?
(.ﬁU,y,Z) — (J:—y—l—z,x—y)

1. Ecrire la matrice de I'application f relativement aux bases cano-
niques de R3 et R,

2. Méme question avec l’application linéaire g définie par :
g: R3 — R3
(z,y,2) +— (z+4+2y+32,y+ 22,2z + 3y +4z2).

Exercice 3.
Soit I'application linéaire

d: Rg[X] — RQ[X}
P — P

Ecrire la matrice de cette application relativement aux bases canoniques
de R3[X] et RQ[X]

Exercice 4.
Soient les applications linéaires f et g définies par :

f: Rg[X] — R3[X] ot qg: Rg[X] — Rg[X]
P~ P(X+1). P P(X-1).

Ecrire les matrices de ces applications relativement a la base canonique
de R3[X], puis multiplier ces matrices entre elles. Que remarque t-on?

Exercice 5.

1. Ecrire la matrice A relativement aux bases canoniques de Ry[X] et
R? de l'application linéaire
f: RoX] — R3
P — (P(0), P(1), P(2)).

2. Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.

3. Soient a, b, c € R, en déduire qu’il existe un unique polynéme P de
degré 2 tel que P(0) =a, P(1) =bet P(2) =c.
Calculer en fonction de a, b et c ce polyndme.

Dans d’autres base

Exercice 6.



Soit : R3 [X] — RQ [X}
P = PX+1)-PX)
1. Ecrire la matrice de f dans les bases canoniques.

2. Ecrire la matrice de f avec R3[X] muni de la base (1,1 + X, 1 +
X214+ X?) et Ry[X] muni de la base (X(X — 1), X(X + 1), (X +
(X —1).

Exercice 7.
On considere I'application linéaire de R? dans R? définie par :

flz,y,2) = (x+2y — 22,2 + y — 22,22 + 2y — 3z)
etu; = (1,1,1), ug = (—1,1,0) et ug = (1,0,1).
1. Ecrire la matrice A de f dans la base cannonique de R>.

2. Calculer f(u1), f(uz) et f(ug) et écrire la matrice A’ de f dans la
base %' = (ul, uz, U3).

3. Justifier que A est inversible et déterminer A~!.

Exercice 8.
1 0 -2
SoitlamatriceA=|_1 1 0o
3 2 -1

e Définir l'application f telle que A = Maty(f) olt ¢ est la base
canonique de R3.

e Définir l'application g telle que A = Matgz(g) olt A est la base
canonique de Ra[X].

e Définir I'application # telle que A = Matgy(h) olt Z est la base
(1,1+ X,1+ X + X? de Ry[X].

Exercice 9.

On reprend les notations de I’exo 5.
(X-D(X-2) p _ X(X=2) o p _ X(X-1)

2 4 - -1 2

On pose Py =

1. Montrer que (Fy, P1, P») forme une base de Ra[X]

2. Ecrire la matrice de I’application f en prenant comme base de Ry[X]
cette base et comme base de R? la base canonique.

3. En déduire une expression de f~! de la forme

7t R} o RX].

(a,byc) +— 7

Matrices de passage

Exercice 10.
Soit f : R® — R? l'application linéaire, dont la matrice dans la base
canonique est donnée par :

0 0 —6
M=110 7
01 0
1. Déterminer des vecteurs (u,v,w) non nuls tels que f(u) = u,

f(v)=2v, f(w) = —3w.
2. Montrer que la famille % = (u, v, w) est une base de R3.
3. Ecrire la matrice N de I'application f dans cette base.

4. Donner la matrice de passage P de la base canonique vers la base
B.

Calculer son inverse P~ 1.

5. Donner la relation entre les matrices M, N et P. En déduire le calcul
de M™.

Exercice 11.
Soit @ R3 [X] — Rg[X]
P — X(P(X+1)—P(X-1))

1. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique



2. Ecrire la matrice de ¢ danslabase (1, -1+ X, —X + X2, — X2+ X3)

Exercice 12.
Soit : R3[X] — R3[X]
P — P
1. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique

2. Ecrire la matrice de ¢ dans la base (X (X —1)(X —2), X (X —1)(X —
3),X(X —-2)(X—-3), (X -1)(X—-2)(X-3)

Changement de bases, bases adaptées

Fcrire A la matrice de f dans la base canonique

Calculer A?, en déduire f o f.

f est elle bijective ? si oui calculer sa bijection réciproque

Soit B’ = ((1,1,-1),(1,—1,1), (-1, 1, 1) montrer que c’est une base
et calculer la matrice de f dans cette base. On note B cette matrice,
quelle est le lien entre A et B

=L

Exercice 13.
Soit u I'application linéaire de R? dans R? dont la matrice dans leur base
canonique respective est

On appelle (e, ez, e3) la base canonique de R3 et (f1, f2) celle de R%. On
pose

1 1
el =extes, ey =ester, €5 =ejteret f] = §(f1+f2)7 fo= §(f1—f2)-

1. Montrer que (€}, €}, €3) est une base de R3 puis que (f], f5) est une
base de R2.

2. Quelle est la matrice de u dans ces nouvelles bases?

Exercice 14.
Soit f : R3 - R?
(x,y,2) +— (v—2z,y—2z —2)
Ecrire A la matrice de f dans la base canonique
Calculer A2, en déduire f o f.
[ est elle bijective? si oui calculer sa bijection réciproque

Soit B/ = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1) montrer que c’est une base et
calculer la matrice de f dans cette base. On note B cette matrice,
quelle est le lien entre A et B
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Exercice 15.
Soit f I'application linéaire de R* dans lui-méme défini par f(z,y, z,t) =
(x—y+z,y+z+1t0,x+y+ 32+ 2t).
1. Déterminer les images par f des vecteurs de la base canonique
(61, €9, €3, 64) de R4.
2. Fcrire la matrice A représentant ’endomorphisme f dans cette
base.

3. Montrer que f(e3) et f(e4) sont combinaisons linéaires de f(e;) et
f(e2).
4. En déduire la dimension de Im (f) et une base de Im (f).

5. Quelle est la dimension du noyau de f? Montrer que la famille de
vecteurs (u,v) avec u = (—2,—1,1,0) et v = (—1,—1,0,1) forme
une base de Ker (f).

Théoréme du rang, image, noyaux

Exercice 16.
On désigne par # = (e1, es3, e3, e4) la base canonique de R*, et on



considere 'endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base cano-
nique est donnée par :

00 120
A -1 0 01
00 00
0 0 -1 0

1. Déterminer une base du noyau et une base de 'image de f et le
rang de f.

2. Montrer que #' = (e3, e1 —e4, —2e3, e1 +e4) est une base de R

3. Ecrire la matrice de f dans la base %4’.

Exercice 17.
On consideére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base
canonique est :

1 1 1
A= -1 2 -2
0 3 -1

Donner une base de Ker (f) et de Im (f), et le rang de f.

Exercice 18.
On consideére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base
canonique est :

1 1 -1
M=1 -3 -3 3
-2 =2 2
1. Donner une base de Ker (f) et de Im (f) ainsi que le rang de f.

2. En déduire que M" = 0 pour tout n > 2.

Problémes

Exercice 19.
Soit f : R* — R? l'application linéaire, dont la matrice dans la base
canonique est :

M= 0 1
~1/4 1
1. Déterminer un vecteur e; # 0 tel que f(eq) = %el.
2. Déterminer un vecteur ez # 0 tel que f(e2) =e; + %82.
3. Montrer que (e1, e2) est une base de R2.
4. Ecrire la matrice de passage P de la base canonique vers la base
(e1, e2).
5. Calculer I'inverse de P, et écrire la matrice T de f dans la base
(e1, e2).

6. Quelle est la relation entre les matrices M, P et T'?

7. Montrer que, pour toutn € N*, ona:

T’n _ 1/27L 2n/2n
0 1

8. En déduire I'expression de M" en fonction de n.

9. Soit (un)nen la suite définie par up = 1, u; = 9 et la relation de

récurrence : 1
Vn € N, upt2 = Upy1 — Zun
U
(@) On pose U,, = " . Montrer que, pour tout n € N, on
Un+41
1
U, =M"
9

(b) En déduire que, pour toutn € N,ona:

1
up = (1704 1). 5.



(c) La suite (uy,)nen est-elle convergente? Si oui, quelle est sa li-
mite?

Exercice 20. 1. Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la
base canonique est donnée par :

1 1 -1
M=1 -3 -3 3
-2 -2 2
(a) Déterminer une base Ker f et une base de Im f.

(b) En déduire une base de R* dans laquelle la matrice de f n’a
qu’un coefficient non nul.

(c) Calculer M* pour tout entier k > 0.

2. Méme question avec

Exercice 21.
Un joueur participe a un jeu se jouant en plusieurs parties. Ses observa-
tions lui permettent d’affirmer que :

e s’il gagne deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine
avec la probabilité 3

e s’il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la prochaine
avec la probabilité 5

e s’il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la prochaine
avec la probabilité 7

e s’il perd deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec

la probabilité %

Pour tout entier naturel n non nul, on note A,, 'événement : le joueur
gagne la n'™¢ partie.
De plus, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose :

En = An—lmAn Fn = An—lmAn Gn = An—lmfn

1. On admet que (E,, F;,, Gy, Hy) est un systeme complet d’événe-
ments.

(a) Utiliser la formule des probabilités totales pour montrer que,

pour tout entier naturel n supérieur ouégala2,ona: P (E,1) =

gp (En) + %P (F).

(b) Exprimer de la méme facon (aucune explication n’est exigée)
les probabilités P (F},41), P (Gy41) et P (Hp41) en fonction de
P(E,), P(F,), P(Gy) et P (H,).

(c) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose :
P (En)

Up =

2/3 1/2 0 0
0 0 1/2 1/3
1/3 1/2 0 0
0 0 1/2 2/3

Vérifier que Uy, 1 = MU,,ou M =

11 3 3 -1 -3 3 1
2. (a) Soient P = -2 -1 -1 2 etQ = 2 -3 -3 2
-1 1 -3 3 1 1 1 1

Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner son
inverse.

(b) On note Cy, Cs, C3 et Cy4 les colonnes de P. Calculer M (1,
MCQ, MC3 et MC4,

Hn = An—lﬁfn



(c) Justifier que M = PDP~!, ott D est une matrice diagonale
que 'on déterminera.

Dans toute la suite, on suppose que le joueur a gagné les deux premieéres
parties.

3. (a) Montrer par récurrence que :¥n € N, M" = PD"P~L,

(b) Montrer, également par récurrence, que : Vn > 2, U, =
M"™2Us.

(c) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, donner la pre-
miere colonne de M", puis en déduire P (E,,), P (F,), P (Gy)
et P (Hy).

(d) Montrer quel’'ona:

. 3 , 2
i P(En) =15 Jlim P(F) =15
lim P(G) = — lim P (H,) = -

4. Pour tout entier naturel k non nul, on note X}, la variable aléatoire
qui vaut 1 si le joueur gagne la k'®™¢ partie et qui vaut 0 sinon (X;
et X, sont donc deux variables certaines).

(a) Pour tout entier naturel k£ supérieur ou égal a 2, exprimer Ay,
en fonction de F, et Fy,.

(b) En déduire, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2,
la loi de X}

5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note .S, la va-
riable aléatoire égale au nombre de parties gagnées par le joueur
lors des n premiéres parties.

(a) Calculer P (S,, = 2) en distinguant les cas n = 2, n = 3 et
n > 4.
(b) Déterminer P (S,, = n).

(c) Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, écrire S,, en fonction
des variables X}, puis déterminer E (.S,,) en fonction de n.

Pour aller plus loin

Exercice 22.
Soit f et g deux endomorphisme de E un espace vectoriel. Montrer que
fog=0sietseulementsilm f C Ker f.

Exercice 23.

Endomorphismes qui commutent, noyaux et images Soit E/ un espace
vectoriel et u,v € L(E). On suppose que u o v = v o u. Démontrons que
ker(u) et Im u sont stables par v, c’est-a -dire que

v(Ker u) C Ker u et v(Im u) C Im u.

Exercice 24.

Endomorphisme nilpotent et famille libre Soit f € L(F) tel qu’il existe
n > 1 vérifiant f* = 0 et f*~! # 0. Démontrer qu'il existe = € E tel que
la famille (z, f(z), ..., f*1(x)) soit libre.

Exercice 25.
Soient «, 8 deux réels et

a f
Mg = 2 -1 2 1
2 0

Déterminer les valeurs de a et 8 pour lesquelles I'application linéaire
associée a M, g est surjective.

Exercice 26.
On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie égale a n
et que

Im f = Ker f

Montrer que f? = 0 et que n = 2rg (f).
La réciproque est elle vraie?



Exercice 27.
Soit f : R® — R? une application linéaire telle que f? # 0 et f3 = 0.
1. Montrer qu'il existe u € R3 tel que f?(u) # 0.

2. Montrer que # = (u, f(u), f*(u)) est une famille libre de R®. En
déduire que c’est une base de R>.

3. Ecrire la matrice de f dans cette base.
4. Alaide de Z trouver une base de Ker f et une base de Im f.

Exercice 28.
Soit I’application linéaire f définie par :

f: R3[X] — R®
P = (P(0),P(1), P(-1))

Ecrire la matrice A de f dans les bases canoniques.

Déterminer une base de Ker f, I'application f est-elle injective?
Déterminer une base de Im f, 'application f est-elle surjective?

X —
(K +1) XX =D\
2 2
5. Soit (a, b, c) € R3. Déterminer, en fonction de a, b et ¢, 'ensemble E
des polynomes P tels que f(P) = (a,b,c).

Ll e

Soit F' = Vect (—(X - 1)(X +1),

Exercice 29.
On considere I'application linéaire :

f: Rg[X} — Rg[X]
P(X) — P(X+1)—P(X).

Déterminer, pour toutn € N, Ker f"etIm f".

Exercice 30.
Soient A un nombre réel et f I'application :

f: RyX] — R.[X]
P — XP' — \P.

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Déterminer, suivant les valeurs de A, le noyau de f.



