ESSEC 2014 - ECE

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans 'appréciation des copies.
Les candidats sont inviter a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
11 ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule 'utilisation d'une régle graduée est autorisée.
Si au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Ce probleme est constitué de trois parties. Les résultats de la partie 1 sont utilisés dans les parties 2 et 3. Les
parties 2 et 3 sont indépendantes entre elles.

Dans tous le sujet I = ]a; b est un intervalle ouvert non vide de R, ol1 a et b sont réels ou infinis. On dit qu'une
densité de probabilité vérifie 1'hypothése CSP(I) lorsque f est :

e continue sur I ;
¢ strictement positive sur I;
¢ nulle en dehors de 1.

On écrit alors simplement f est CSP(I).

On admettra que les principaux résultats du cours concernant l'indépendance des variables aléatoires discrétes
s’appliquent également aux variables aléatoires continues.

Partie 1 — Calcul d’une probabilité

On considére dans cette partie :

* X une variable aléatoire réelle continue a valeurs dans I, de fonction de répartition F' et admettant une
densité de probabilité f qui est CSP(I).

* U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur |0; 1[ et qui est indépendante de X.
¢ h une fonction continue sur I a valeurs dans [0; 1].

On se propose d’établit la formule suivante :

P(U < h(X)]) = P([U < h(X)]) =/ F)h(t) dt

a

On définit sur I la fonction ¥ par: Vo € I, ¥(z) = P([X < z|N[U < h(X))])

1. Pour tous réels z et y dans I tels que z < y, on pose M (z,y) = rr[lax] h(t) et m(z,y) = rr[lin | h(t).
te|r;y telxz;y

(a) Soit z dans I. Justifier que pour tout y dans l'intervalle |z; b], il existe «, dans l'intervalle [z; y] tel que
M(z,y) = h(ay)

REPONSE:

La fonction h est continue sur l'intervalle fermé borné (segment) [z; y]. D’aprés un théoréme du cours h est
borné et atteint ses bornes. Notamment h atteint son maximum en un point que 'on note «,



(b) En déduire que : Z}lir%: M(z,y) = h(z)
y>x
REPONSE:

On a pour tout y €

intf fxb
T ay <Y
donc en utilisant le théoréme des gendarmens
lim oy =
Yy—x

Comme h est continue
lim h(ay) = h(z)

Yy—x

ce qui démontre

lim M(z,y) = h(z)

y>x

(c) Montrer de méme que %1_1)1% M(z,y) = h(y)
<y
REPONSE:

Comme h est continue, pour tout « € [a; y], il existe un B, [z; y] tel que

h(ﬁw) = M(xa y)

Comme

d’'aprés le théoréme d’encadrement
lim g =y
T—Y

et comme h est continue
lim h(B,) = h(y)

T—Y

lim M (z, ) = h(y)
<y

On montrerait de maniére analogue (on ne demande pas de le vérifier ) que ?}1_% m(z,y) = h(x)et %1_% m(z,y) = h(y).
y>a <y

2. Soit z et y des réels de I tels que = < y.



(a) Etablir I'inclusion suivante entre événements :
o< X <yl N[U<hX) C o< X <y]N[U < M(a,y)

En déduire l'inégalité :
U(y) —¥(z) < (Fly) — F(x)) M(z,y)
REPONSE:

Soit w2 tel que
[z < X(w) <yl N[U(w) < h(X(w))]

alors comme z < X (w) < y et comme M est le maximum de h sur lintervalle [z; y], alors
h(X(w)) < M(z,y)

ce qui démontre que
Ulw) < M(z,y)

e < X <y]N[U<AX)] C o< X <y]N[U< M(a,y)]|
On a donc par croissance de P

P(lz <X <ylN[U <hX)]) S Pz < X <y|N[U < M(z,y)])
Or X et U étant indépendantes

Pz < X <y|N[U < M(z,y)]) = Pz < X <y)PU < M(z,y))
On a par définition d’une fonction de répartition

P(z < X <y)=F(y) - F(x)
et comme U suit la loi uniforme et que h est a valeurs dans |0; 1].

PU < M(z,y) = M(z,y)

De plus

v < X < yn[U < h(X)] = (IX < 9]\ [X <2)N[U < h(X)] = (X <y]N[U < AEX)D\(X < 2] N AU < h(X)])

ce qui démontre que

P(lz < X <y|N[U<hX)]) = P(X <y]N[U<hX)]) - P(IX < 2]N[U < h(X)))




(b) Etablir une minoration analogue pour ¥(y) — ¥(z), puis I’encadrement

Y(y) = Y(x) _ Fy) - F(z)

— < M(z,y)
y—x y-x y—x

REPONSE:

On part de l'inégalité

ce qui démontre

[(F(y) = F(a))m(z,y) < ¥(y) - () |

Remarque : (il faut surement détailler un peu plus)
On a donc

(F(y) = F(z))m(z,y) < U(y) — ¥(z) < (F(y) = F(x))M(z,y)

Commey—z >0

(c) Montrer que VU est dérivable sur I, et exprimer sa dérivée en fonction de f et h.

REPONSE:

Comme F est la fonction de répartition de X et f sadensité ona F’' = f

On a donc

=
y>x
On avu que
lim m(z,y) = h(z) = lim M(z,y)
donc

lim Mm(z,y) = lim lim MM(x,y) = f(z)h(x)

y—x Yy—x YT Y—T y—x
en utilisant le théoreme des gendarmes

oY) - V()
y—x y—x

= f(x)h(z)

U est dérivable et pour x € T ¥'(x) = f(x)h(x) ‘




3. (a) Endéduire que pour tout z et y dans I :

w(y) - v) = [ " ftyn(y i

REPONSE:

Soit z et y deux réels de I tels que = <? slanty D’apres la question précédente

Vtelzyl W) = f(H)h(t)

Donc
Yy Yy
/ V(1) dt = / FOR(E) dt
et donc
Yy
W) = [ rona
W) - va) = [ FOb() de
(b) Etablir pour tout = dans I, ¥(z) < F(z) puis montrer que ;gr; U(z) = 0. En déduire :
vrel, WUlz)— /zf(t)h(t) dt
REPONSE:

Ona, pourx el

donc

|Pourz € I, ¥(z) < F(x)]
On sait aussi qu’une probabilité est positives

Ve el 0< ¥(x) < F(x)

Comme f est CSP(I) f est nulle en dehors de I et donc

a a
F(a):/ Odt:/ 0dt =0
—o0 —o0



comme une fonction de répartition est continue sur R
;%F(x) =F(a)=0

et donc en utilisant le théoreme des gendarmes
comme

lim ¥(z) = 0.

r—a

Comme pour x et y dans I .
W) - va) = [ FOh() e

et que la fonction = — [ f(t)h(t) dt est, d’aprés le théoréme fondametale de I'analyse dérivable donc continue

im [ F()n(t) dt = /y FOR() dt

T—ra T

Pour y € 1 ,0(y) = /yf(t)h(t) at

(c) Etablir ; pour tout = dans I, P([X > z] N [U < h(X)]) = P([U
glclig U(z) = P([U < h(X)]), puis :

N

hX)]) — ¥(z). En déduire :

REPONSE:

Ona

(
= P(([X > 2] N[U < (X)) U (X <2]N[U < h(X)])) union disjointe
=P(([X >z]U[z <z])N[U < h(X))])
=PQN[U < X))
— P(U < h(X))

Ona
(X >z]N[U < h(X)] C[X > 2]

donc par croissance d’une probabilité

P(X > 2] N [U < h(X)]) < P(X > z)
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donc
0 PX >2Nn[U < h(X)])) <1-F(x)

Or F comme fonction de répartition est continue

lim F(xz) = F(b)

z—b

et comme f est nulle en dehorsde I,ona F(b) =1
donc en utilisant le théoreme des gendarmes

@gP@X>xMﬂU<hQM):1
donc

ggP@X>xMWU<hQM):O
donc

lim P([U < h(X)]) — ¥(z =0

z—b

ce qui démontre

lim ¥(z) = P([U < h(X)))

z—b

En utilisant le résultat de la question 3a

r—b

lim /m F(OR(t)dt = P([U < h(X)])

et comme d’aprés le théoreme fondamentale de I'analyse z — f; f(¢)h(t) dt est continue et donc

T b
lim / FOR) At = / F(Oh(t)

z—b

ce qui démontre le résultat demandé.

4. Montrer que P([U < h(X)]) =1— P([1 = U < 1— h(X)]) et en déduire

b
P(U < (X)) :/ FORE) dt

REPONSE:

U<h(X)=[UZ2=2h(X)=[-U<L-h(X)=[1-U<1-h(X)]
ce qui démonre que
PU<hX))=1-P([1-U<1-h(X)])

La fonction g = 1 — h vérifie les méme conditions que h, notamment elle est & valeurs dans [0; 1].
*De plus on pourrait montrer que V = 1 — U suit une loi uniforme sur ]0; 1[ on peut donc appliquer le résultat
précédent



donc

par définition d’une densité

ce qui démontre que

Partie 2—- Le modele économique de Leontiev fermé

Soit « et 3 deux réels appartenant a l'intervalle ]0; 1].
On s’intéresse a un modele économique composé de trois secteurs d’activités Sy, S et S3. On suppose que :

e pour produire une unité de biens du secteur 1, il faut « unités du secteur 1 et o unités du secteur 2.
e pour produire une unité de biens du secteur 2, il faut 8 unités du secteur 1 et o unités du secteur 3.
¢ pour produire une unité de biens du secteur 3, il faut 8 unités du secteur 2 et 5 unités du secteur 3.

On dira que le modele est viable s’il existe des quantités de production z, 2 et z3 des secteurs respectifs 51, Sa
et Ss, strictement positives et telles que chaque secteur soit excédentaire en quantité.

5. (a) Montrer que le modele est viable si et seulement s’il existe 1 > 0,22 > 0, z3 > 0 tels que

1 > ari + B
To > ary+ frs
r3 > arg + frs

REPONSE:

Supposons que x1, x3, X3 sont les quantités de chaque secteur produit dans un cas de stabilité. Calculons
les biens du secteurs 1 qui sont consommeé :

» Pour produire les biens du secteur 1, il en faut ax;
» Pour produire les biens du secteur 2, il en faut 5z,



La gauntité =4, il faut donc az; + Sz2 biens du secteurs. Pour que le systéme soit stable il faut que la quantité
produite x; soit plus grande que la quantité utilisée.

U
*
a [ 0
(b) On considerelamatrice A= | 4 (o g [. Montrer que le modele est viable si et seulement s'il existe
0 a

une matrice colonne a composante strictement positives telle que la matrice colonne X — AX n’a que
des composantes strictement positives.

REPONSE:

C’est la traduction matricielle de la réponse précédente.

O

6. (a) Vérifier que o + § est valeur propre de A et déterminer le sous-espace vectoriel associé.

REPONSE:

X

Soit | 4 | € M5.1(R)

z



a 0 x x
AX=(a+B)X & |a 0 B |y]|="(apha+B)]|y
0 a p z z
az + By = (a+p)x
oz +fr =(a+hy
ay+ Bz =(a+p)z
—Bx + By =0
“ Yazr—(a+B)y+pz =0
ay — az =0
—x+y =0
S Yaz—(a+By+pBz =0 cara#0etf#0
y—z =0
r=y==z

substitution

ar—(a+ B+ pxr =0

Comme il existe des solutions non nulles

a + 8 est une valeur propre de A et son sous espace propre associé est Vect 1

(b) En déduire que si o + 8 < 1 alors le
REPONSE:

modele est viable.

Supposons que « + 8 < 1 d’aprés la question précédente

A

1 1
1{=@+p8) |1
1 1
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donc

1 1 1
Al - |1|=(+B8-1)|1
1 1 1

1
Commea+ 8 —1<0etque | 1| estacomposant positive, on vient de trouver un vecteur X qui correspond

1
au critére de la question 5b.

’ Si a + 8 < 1 le systéme est viable

a
Remarque : | , | avec a > 0 est aussi un vecteur propre et le raisonnement précédent convient. Si 'on produit
a

la méme quantité de chaque bien alors le systéme est viable quelque soit la quantité (positive) produite.
*

On admet pour la suite que le modele est viable si et seulement si le spectre de A est inclus dans ]—1; 1].

7. (a) Montrer que le modéle est viable si et seulement si o + 5 < 1
REPONSE:

On a montré que si a + 5 < 1 alors le modéele est viable.
Réciproquement supposons que le modele est viable. D’aprés ce que I'on a admis, le spectre de A est inclus
dans |—1; 1], notamment « + /3 qui est une valeur propre doit vérifier

-l<a+p8<1

Le modele est viable si et seulement sia + 8 < 1. ‘

(b) Déterminer les valeurs propres de A autres que a+ 3, et vérifier qu’elles sont dans l'intervalles |—1; 1].
REPONSE:

11



Soit A un réel, étudions l'inversibilité de A — \I3, en étudiant le systéme homogene associé

(@ =Nz + By =0 ar — Ay + Bz =0
ar — Ay + Bz =0 Y(a—Nz+ By =0 Li ¢ Ly
ax+(B—N)z = ar+(B—Nz =0
ax — Ay + Bz =0
= Y (a— Nz + By =0
ar+(B—-Nz =
|

8. On suppose, dans cette question seulement, que « est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur
10; 1] et que S est une variable aléatoire a valeurs dans ]0; 1] admettant une densité de probabilité qui est
CSP(]o; 1]).

En utilisant les résultats de la partie 1, montrer que la probabilité que le modele soit viable vaut 1 — E(j3).
REPONSE:

Le modele est viable si et seulementsia+ 8 <liea<1-3
On cherche a déterminer
P(a < h(B))

avech:: 10;1] — ]0; 1]
x = 1l—x
Comme « suit la loi uniforme et une densité f de 8 est CSP(]0; 1[) on peut donc appliquer le résultat de la
question 4
Pla+B8<1l)=Pla<l-p)
1
- [(u-oswa
01 1
= [ rwae= [ o
0

r1

=1- / F)tf(t)de définition d’une densité
0

=1-E(p)

définition d’'une espérance

‘ la probabilité que le modeéle soit viable vaut 1 — E(f). ‘

12



9. On suppose désormais que « et 5 sont tels que le modele est viable. Pour i = 1, 2 ou 3, on note y; le cotit de
production d"une unité de bien dans le secteur i et y; + z; le prix de vente d"une unité de bien du secteur
i. La marge z; est appliqué uniquement en cas de vente a un autre secteur, ’achat a I'intérieur d’'un méme
secteur se faisant a prix cotitant y;.

On définit les deux matrices lignes Y = (y1 y2 y3) et Z = (21 22 22) ainsi que la matrice B =

(a) Etablir la relation matricielle (1): Y =Y A+ ZB
REPONSE:

YA+ ZB = (ay1 + a(yz + 22) By1 + 21) + alys + 23) B(y2 + 22) Bys3)
Pour produire une unité de bien du secteur 1, il faut
* «a unité de bien du secteur qui sont obtenues a prix coutant y;, pour un prix total de ay;
* « unité de bien du secteur 2 qui sont obtenu a un prix ys + 2z pour un total de a(ys + 22)

Au total le prix de production d’une unité de bien du secteur 1 est de ay; + a(y2 + 22) ce qui est égal a la quantité

précédente.
Y=YA+ZB

*

(b) Justifier sans calcul I'inversibilité de I3 — A.

REPONSE:

On suppose que le systéme est viable donc d’aprés ce qui précede toutes les valeurs propres sont dans
]-1; 1[. Donc 1 n’est pas valeur propre et donc par définition A — 173 es inversible.

I; — A estinverible

En déduire que pour Z fixé, il existe un unique Y vérifiant la relation (1).

REPONSE:

Y=YA+ZB & Y -YA=7B
& Y(I3—A) =ZB
=Y =2B(I; - A)! car I3 — A est inversible

13



’ ZB(I3 — A)~! est I'unique soution.

*

Partie 3 — Simulation de variables aléatoires
Cette partie a été modifiée pour étre adaptée au programme actuel.

La plupart des langages informatique posseédent un générateur de nombre aléatoire. En Scilab par exemple, on
dispose de l'instruction rand (). Ces générateurs produise une suite de variables aléatoires indépendantes de
loi uniforme sur |0; 1].

On propose dans la suite deux méthodes permettant de simuler des lois continues quelconques en utilisant ce
générateur aléatoire rand ().

On ne pourra dans aucun cas utiliser l'instruction grand.

Jusqu’alafin du probléme : On note Z une variable aléatoire continue a valeurs dans I de fonction de répartition
G et admettant une densité g qui est CSP(I).

Partie 3 a— Simulation par la méthode d’inversion

10. (a) Onnote H la restriction de G a I. Montrer que H réalise une bijection de I sur ]0; 1].
REPONSE:

On sait que

Vel H(x):/j fOdt H(@) = f(z)

Comme f est CSP(I) f est strictement positive sur I donc H' est strictement positive donc H est strcitement
croissante.

lim, H(x) = G(a) :/ 0dt = 0
r>a — 00

La premiére égalité s’obtient par continuité, la deuxieme découle de CSP.

. b
ilgll; H(z) = G(b) = / fdt=1

Comme H est la restriction d’'une fonction de répartition, elle est continue sur 1.

D’aprés le théoréme de la bijection monotone H ralise une bijection de I vers :|lilnx;>a H(z); limHg H(z)| =
r>a <

J0; 1

H realise une bijection de I sur ]0; 1]. ‘

ES
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On note H~! la bijection réciproque. Dresser le tableau de variations de H !

REPONSE:

D’apres les théorémes du cours on sait que H et H~! ont méme monotonie

Variation b
de H a

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0; 1[. On pose X = H~1(U) et on note F la
fonction de répartition de X.

(b) Montrer que pour tout z dans I, F(z) = G(x).
REPONSE:

On rappele que la fonction de répartition de U est pour ¢t € R

0 sit<O0
t site]0; 1]
1 sil<t
Soitz eI
Flz)=P(X <)

=P(H YU) <)

= P(U < H(x)) car H est croissante sur I

= H(z) carU <= U(]0; 1) et H(z) €]0; 1]

‘ Pour tout z dans I, F(z) = G(x). ‘

(c) En déduire que X suit la méme loi que Z.
REPONSE:

Comme H~! est a valeurs dans I, Z et X ont donc méme support I. Le calcul précédent permet donc
d’affirmer
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X suit la méme loi que Z.

11. Simulation de lois exponentielles.
On suppose dans cette question que Z suit la loi exponentielle de parametre A > 0.

(a) Expliciter I'intervalle I, et les fonctions g, G et H~ 1.
REPONSE:

I =]0; +o0o[. et pour x € R

0 siz <0 0 siz <0
g(x) = G(x) =
xe ™ siz >0 1—e™ siz>0
Soit y € ]0; 1]
y=H(z) & y=1-—e
S l-y=e"
< In(l-—y)=-X\z on rappelle quey € ]0; 1]

1
& z:fxln(lfy)

I =]0; +ocf. et pour z € 10; 1| H 1 (z) = —%ln(l — )

b) Ecrire une fonction en Scilab d’en-téte function z=expo (lambda) qui simule (une fois) la loi ex-
q
ponentielle.

REPONSE:

function z= expo (lambda)
r=rand ()
z=log (l-r) * (-1/lambda)
endfunction

12. Simulation de la loi de Laplace.
On cherche dans cette question a simuler une variable aléatoire de densité g donnée par :

1
VY € R, glx) = §e_|m| (densité de Laplace)
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Soit Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 1.
Soit V une variable aléatoire indépendante de Y suivant le loi uniforme sur {—1, 1} ce qui signifie :

Onpose X = VY.

(a) Vérifier que g est une densité de probabilité qui est CSP(R).
REPONSE:

g est continue sur R comme composée de deux fonctions continues sur R : z — |z| et y — exp(—y) g est
" . . 1
positive car une exponentielle est positive et 3 > 0.
De plus g est paire car R est symétrique et pour x € R

1

g(—2) = 5 exp(~| — 2]) = 5 exp(~a]) = g(2)

Soit A >0

A
/ exp(—z)dz réels positifs
0

Donc

o0 1
/ g(x) dz converge et vaut 3
0

Par parité

+oo
/ g(x) dz converge et vaut 1

‘g est une densité \

Comme ici I = R et que g est strictement positive sur R et qu’il n’y a pas d’en dehors de I

g est CSP(R)

(b) Etablir :
e Pourtoutz >0, P([X > z]) = %P([Y > x])
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REPONSE:

Soitz >0
P([X >z]) =P(VY > x)
=PV ==-1)Py=_1(VY >2)+ Py—1 Py (VY > x) probabilités totales
=PV =-1)P(-Y >z)+ Pyr=1(Y >x)
=PV =1)PY >2x) car P(—Y > z) = 0Y étant a valeurs positives

Pour tout z > 0, P([X > z]) = %P([Y > x])

® Pourtoutz <0, P([X <z]) = %P([Y > —x))

REPONSE:
Soitz <0
P([X <z])=P(VY < x)
=P(V=-1)Py—1(VY <2)+ Pyo1 Pr=1(VY < ) probabilités totales
=P(V=-1)P(-Y <z)+Py=1(Y <)
=PV =-1)P(-Y <z car P(Y < z) =0Y étant a valeurs positives

(c) En déduire une expression de la fonction de répartition de X.
REPONSE:

Soit z < 0 alors

Fx(z) = P(X < x)
= PV > )
= S (1= P(Y < —2)
1
—Z(1-(1 e 2 A iti _
_2(1 (1 e )) fct de répartitionde Y et —z > 0
T2
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Siz>0

Fx(z)=P(X < x)

=1-P(X >z)
1
1
—1- (1P <2))
1 . .
=1- 5(1— (1—e™™)) fctde répartitionde Y etz > 0
1
:1—7 -z
5€

Pour z € R, Fx(z) =< 2

(d) Conclure que X est une variable aléatoire continue admettant ¢ comme densité.
REPONSE:

Fx est continue et dérivable sur |—oo; 0] et ]0; +oo. De plus

fi Lo _ 1
25020 2
x<0

lim 1 1e‘g”— =

S0 T2 T

x>0

Ce qui démontre que F'x est continue en 0.
Donc X admet une densité fx et

1 .
—e” sizx <0
VeeR  fx(z) = Fy(z) =12

—-e 7 siz>=0

ce qui donne Donc X admet une densité fx et

1 .
Ze Izl siz <0
Vo € R fx(z){ 2

1
—e Izl siz>0
B X

X est une variable aléatoire continue admettant g comme densité.
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(e) Compléter la fonction Scilab suivante pour qu’elle simule la loi de Laplace.

function x=Laplace ()
y=expo (1)
v=rand ()
if v<1/2 then
X=y
else
X=-y
end
endfunction

L N

© ® N o w

Partie 3b— Simulation par la méthode du rejet

Dans la méthode dite du rejet, pour simuler la loi de Z de densité g (voir les notations en préambule de la
partie 3), on commence par déterminer une loi de probabilité que 1’on sait simuler, de densité f qui est CSP(I),
et qui vérifie : il existe une constante ¢ > 0 telle que Vz € I, g(z) < cf(x).

13. Montrer qu’il existe une fonction i continue sur I et a valeurs dans [0; 1] telle que :
Vo e 1, g(z) = cf (x)h(x)

REPONSE:

Comme f est CSP(I)
veel  f(x)#0

et comme ¢ # 0 donc on peut poser

Ve el h(z) =
Avec cette fonction h on a
Vo e 1, g(z) = cf (x)h(x)
De plus g, c et f sont positifs donc h est positives et Vz € I, g(z) < cf(z), h est plus petite que 1

*

On considere alors :
* une suite de variables aléatoires (U )xen+ qui suivent la loi uniforme sur ]0; 1[.

* une suite de variable aléatoires (Xj)ien- a valeurs dans |a; b], ayant toutes la méme loi de densité de
probabilités f et de fonction de répartition F.

On suppose de plus que pour tout n > 1 les variables X1, Xo,..., X,,, Uy, Us,. .., U, sont mutuellement indépen-
dantes.

On définit N la variable aléatoire prenant comme valeur le premier indice k € N* vérifiant Uj, < h(Xy).
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14. En utilisant la partie 1, prouver 1'égalité, pour tout k € N*
1
P(Ur < h(Xg)]) = -

En déduire que N suit une loi géométrique dont on précisera le parametre, I’espérance et la variance.
REPONSE:

Xk, Uy et h vérifient bien les hypothéses de la premiére partie

b
PO < (X)) = [ Fom)ar

Or d’aprés la question précédente pour tout ¢ € I

donc

donc comme g est une densité

PO <H(X) = 3

Comme les événement ([Uj < h(Xk)])ren+ Sont indépendants (lemme des coalitions ) le premier succes ...

On définit la variable X comme étant la valeur de Xy, c’est a dire la valeur de X}, pour le premier indice k&
vérifiant Uy, < h(X%).
15. Soitz € I.
(a) Soitn € N*.
Exprimer 1'événement [X < z] N [N = n] a partir des événements [X,, < z] N [U, < h(X,)] et
[Uy > h(Xy)] pour k € [1, n — 1]
REPONSE:

21



REPONSE:

On est bien dans le cadre de la partie I. g est CSP(I), h est a valeur dans [0; 1] et continue

P((Xn < 2] N [Un < h(X0)]) = / FOR) dt question 3b
= %/ g(t)dt définition de h
= %G(x) fonction de répartition et g est CSP(I)

P(X0 < 2] 0[Un < B(X,)]) = - Gla)

(c) En déduire P([X < z] N[N = n]) en fonction de c et G(z).
REPONSE:

=P (X, <2]n[U, <h(X)) || P(UL > h(Xp)) indépendance

k=1
= %G(w) nl:[l(l — P(Uy < h(X%))) question précédente
k=1
= 1G(:c)nl:[l(l — 1) question 14
C el C
iG( )(c ;n{)f_l question 14
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(d) Montrer finalement que P([X < z]) = G(z).
REPONSE:

En utilisant le théoreme des probabilités totales avce le SCE [N = n],en-

—+oo

changement d’indice

série géométrique

Remarque : Comme (1 — 1) est une probabilite ce réel est dans [0; 1] etcomme ¢ > 0,1 -1 < 1.
*

16. Conclure.
REPONSE:
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17. Simulation de la loi normale.
Dans cette question Z suit la loi normale centrée et réduite, donc I = R.

1
Soit f la densité de Laplace (question 12), définie par Vz € R, f(z) = ie"”‘.

(a) Donner une densité g de Z qui est CSP(R).
REPONSE:

Pour tout réel z, g(z) =

1 ( 22 >
exp | ——
Vor P 2

(b) Etudier les variations sur [0; +oo[ de la fonction a : x + e* 7.
REPONSE:

Cette fonction est dérivabke sur R comme composée de fonctions usuelles et pour z € R

2

d(z)=(1-2)e"" =
On obtient donc

T 0 1
Signe _
de o + 0

Variation /  Ve
dea 1  ‘

(c) Expliciter une constante ¢ > 0 telle que pour tout z > 0: g(z) <

N O

REPONSE:

On a pour z € Ry

1 r
g($) _ 617 2
e " V2
donc Donc d’aprés le tableau d variations précédent
e
wer, 0 Ve
e~ " V2T



(d) En déduire que pour tout x réel, g(z) < cf (x).

REPONSE:

Les deux densité sont paires ...

(e) Expliciter alors comment mettre en place la méthode du rejet pour simuler la loi normale centrée et
réduite. On explicitera en particulier la fonction h introduite a la question 13.

REPONSE:

I2

V2T Ty

POur S R h(a:) = ﬁe

(f) Compléter

1 function y=h (x)
2 y=sqrt (2+«%pi)/ (2+xsqgrt (exp (1)) rexp (x—x"2/2)
3 endfunction

s function z=normalecr ()

6 x=Laplace ()

7 u=rand ()

8 while h(x)>u do

9 x=Laplace ()
10 u=rand ()

1 end

12 Z=X

13 endfunction

(g) Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale réduite centrée. Soit o > 0 et 5 des réels. Quelle
est la loi suivie par Y = aX + 3 (démontrer ce résultat).
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REPONSE:

(h) En déduire une fonction Scilab d’entéte function y=normale (m, sigma) simulant une variable
aléatoire suivant la loi normale A (m, 0%). On utilisera la fonction normalecr introduite dans la ques-
tion précédente.

REPONSE:
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