EDHEC 2016 - ECE

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans I'appréciation des copies.
Les candidats sont inviter i encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
11 ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule I'utilisation d’une regle graduée est autorisée.
Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra
sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

| EXERCICE 1|

On désigne par Id I'endomorphisme identité de R? et par I la matrice identité de M3(R) .
On note B = (ey, €2, e3) la base canonique de R3 et on considere I'endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la

3 -1 1
base Best:A=]9 o 2

1 -1 3
1. Calculer A% — 4A puis déterminer un polyndme annulateur de A de degré 2.
REPONSE:
Ona
8§ —4 4 2 -1 1
AP=g —4 g|=4|2 -1 2
4 -1 8 1 -1 2
donc

A? —4A = —4I3 et X% — 4X + 4 est un polyndbme annulateur de A.

2. (a) En déduire la seule valeur propre de A (donc aussi de f).

REPONSE:

Ona
X2 —4X +4=(X—2)?

et comme toute valeur propre de A doit étre racine du polyn6me annulateur

La seule valeur propre éventuelle de A est 2




x
Soit X = | 4 | € M5,1(R) non nul

z
X est vecteur propre associé a2 & AX =2X
3r—y+=z2 =2z
T2+ 22 =2

r—y+3z =2z
Szr—y+z=0

Comme cette équation admet des solutions non nulles

2 est valeur propre de A.

(b) La matrice A est-elle diagonalisable ? Est-elle inversible ?
REPONSE:

Si A était diagonalisable, comme 2 est son unique valeur propre, il existerait une matrice P inversible telle que

A= PQ2I3)P!

ce qui démontrerait que
P =2I,

’ A n’est pas diagonalisable ‘

0 n’est pas une valeur propre de A donc

A est inversible.

3. Déterminer une base (u1,u2) du sous-espace propre de f associé a la valeur propre de f.
REPONSE:



xr
Dapres les calculs de la question précédente Soit X = [, | € M3,1(R) non nul

z
X est vecteur propre associé a2 <
Sr—-—y+z2=0
<:>.13:y—2
x Yy—z 1 -1
< lyl|= Yy =yl1|[+=] o0
z 0 1

Donc EQ le sous espace propre associé a 2 est engendré par e1 +eq, —e; + e3) comme ces deux vecteurs ne sont
)
pas colir éalres, ils forment une base de Eg

Une base de E, est (e1 + e2, —e1 + e3). ‘

4. (a) Onpose uz = e1 + ez + e3. Montrer que la famille (uy,us, u3) est une base de R®.
REPONSE:

Soit a, 3 et v des réels

a—B+y =0

auy + Bug +yuz =0 < Ya+ v =0
B+~ =0
—gamma+~y+vy =0
&< — S a=p=9
By ==
La famille
(U17U2,U3)

est donc libre. Comme de plus Dim 2, = 3

’ (u1,us,us3) est une base de R3. ‘

(b) Vérifier que la matrice T' de f dans la base (u1,us,u3) est triangulaire et que ses éléments diagonaux
sont tous égaux a 2.



REPONSE:

Par définition
f(U1) = 2u1 f(UQ) = 2’(1,2

Etona
1 3
Al1] =14
1 3
Soit «, 8 des réels
4| =aui+Puz+2uz < 442 =4
3 B+2 =3

S a=2 s=1

N
Il
o o

S N O
N =N

(c) En écrivant T' = 21 + N, déterminer, pour tout entier naturel n, la matrice 7" comme combinaison
linéaire de I et N, puisde I et T'.

REPONSE:

0 0 2
OnaN=1|¢9 0 1

0 0 O
On constate que N? = 0, donc pour tout entier & > 2, N* =0
Soit n > 2 I et N commutent, on peut donc appliquer la formule du binbme.

T" = (2I + N)"
_ — (n n—k nrk
= ];O (k) (21" kN

—@D"N° + (") 21Nt ™) 21"k N*
e+ (F) e+ 3 (3)en
=2"I3+n2"'N

De plus cette formule est vraie pour n = 0, en effet T° = I3 et 2°I3 + 020~ ' N = I; elle est aussi valable pour n = 1,
eneffetT! =2I + N =213+ 1 x 217IN



Pourn e NT™ = 2"I3 + n2" I N.

5. (a) Expliquer pourquoil'ona:
Vn € N, A" =n2" A — (n—1)2"1

REPONSE:

POur n € N, on peut écrire
T" = 2" I3 +n2" !N
2" I3 — n2" I3 +n2" "1 (N + 2I3)
=n2"'T — (n —1)2"1

Comme T et A représente le méme endomorphisme dans deux bases différentes, il exise une matrice P inversible
telle que

A=pTP!
Donc
A" = (pTP7Y)"
= pr"pt classique
=P n2"'T— (n—-1)2"1) P! remarque précédente

=n2"'PTP~! — (n—1)2"PIP™!
=n2" 1A - (n—1)2"I

(¥neN, A" =n2"1A—(n—1)2"]]

(b) Utiliser le polynome annulateur obtenu a la premiére question pour déterminer A~! en fonction de I et
de A.

REPONSE:

A? —4A = —AI4

Donc

Al —A+T) =1
(Favt)=n

A—l

-1
—A+1T
1 +




(c) Vérifier que la formule trouvée a la question 5a) reste valable pour n = —1.
REPONSE:

-1
Or—1x27 14— (-1-1)271I = TA +1

‘ La formule est vraie pour n = —1.

| EXERCICE 2|

xT
Pour chaque entier naturel n, on définit la fonction f,, par:Vz € [n; +o0[, : fu(z) = / eVidt.
n

1. Etude de f,,.

(a) Montrer que f, est de classe C'sur [n; +oo| puis déterminer f, () pour tout = de [n; +oo[. Donner le
sens de variation de f,,.

REPONSE:

La fonction ¢ — eV est continue sur R, comme composée de ¢ — /£ continue sur R.. et de u — e* continue sur
R.
D’apres le théoréme fondamentale de I'analyse

‘fn est de classe C! sur [n; +oo[‘

et de plus
pour z € [n; 400  fi(z) =eV®

Comme une exponentielle est strcitement positive

fn est strictement croissante sur [n; +ool. ‘

(b) En minorant f,(z), établir que lim f,(z) = +o0.

r— 400
REPONSE:

Onapourtoutt >n>1



donc par croissance de I'exponentielle
e<evt

par croissance de l'intégrale, comme les bornes sont dans le bon sens.

/edtg/ eVidt

e(x - TL) < fn(x)

Comme e > 0, lim,_,; - €(n — ) = +o0 et donc en utilisant le théoréme des encadrements

donc

‘limx_H_oo fn(z) = 400 ‘

(c¢) En déduire que pour chaque entier naturel n, il existe un unique réel, noté u,,, élément de [n; +o0o|, tel
que f n (un) =1
REPONSE:

ue Soit n € N fixé, la fonction f,, est continue (car dérivable) et strictement croissante sur l'intervalle [n; +oo], et
de plus f,,(0) =0 et lim,, o frn(z) = 400

T—+00

1€ |fu(n); lim fn(x){

D’aprés le théoréme de la bijection monotone

Il existe un unique w,, € [n; +oo[ tel que f,,(u,) = 0. ‘

2. Ftude de la suite (u,,).

(a) Montrer que lim wu, = +oo.
n——+4oo

REPONSE:

D’apres les questions précédentes
Vn e N n < Uy

et

lim wu,
n—-+o0o

D’aprés le théoreme des encadrements

limy, 4 o0 Up, = +00




(b) Montrer que : Vn € N : e Vi Ly, —n < e Vn
REPONSE:

Par croissance de I'exponentielle, pour tout ¢t € [n; uy,)
e\/ﬁ < e\/z < e\/un
donc par croissance de l'intégrale

/ eﬁdtgf eﬁdtgf eVir dt

n

donc
eV (up —n) < fo(un) < V% (u, —n)

donc

eV (u, —n) <1 et 1 < eV (u, —n)
comme les exponentielles sont positives, on obtient

Vn € N : e_Vu"éun—nSe_ﬁ

3. (a) Utiliser la question 2b) pour compléter les commandes Scilab suivantes afin qu’elles permettent d’affi-
cher un entier naturel n pour lequel u,, — n est inférieur ou égal a 10~%.

1 n=0

» while exp(-sqrt(n))>10"{-4}
3 n=n+1

+ end

5 disp(n)

(b) Le script affiche 1'une des trois valeurs n = 55, n = 70 et n = 85. Préciser laquelle en prenant 2, 3 comme
valeur approchée de In 10.

REPONSE:
Soitn € N
e V" <107! & —yn<In(107%) le logarithme est croissant
& —y/n < —41n(10)
< 4In(10) < +v/n
& (4In10)° < n
Comme

An10~2,3x4~9,2  (9.2)> =84,64



La valeur affichée est 85

4. On pose v, = up, — n.
(a) Montrer que lim v, =0.
n—-+oo

REPONSE:

D’apres la question 2b
Vn eN e‘mgun—nge‘ﬁ

Or limy, s 4 o0 Uy, = 400 (2a) et lim z — +coe™V* = 0 donc

lim e~ V¥ =0
n—-+oo
de plus
lim e V" =0
n—+oo

D’aprés le théoréme des encadrements

lim wu, =0
n—-+oo

. . X
(b) Etablir que, pour tout réel = supérieur ou égala —1,ona:vV1+2 <1+ 5
REPONSE:

Soit © € [—-1; +o0]

2
Vi+zx < 1+% < 1+x< (1+g) croissance de la fonction carré sur R,
{E2
& 1+x<1+x+z
2
X
& 0K —
4

par remonté d’équivalences et comme un carré est positif

Pour tout réel = supérieurou égala —1,ona:v14+z <1+ g

Vérifi ite que :Vn € N*: e Vi > e Viexp [ —— ) |
(c) Vérifier ensuite que : Vn e e exp | —5 Jn



REPONSE:

Soit n € N*

Or d’aprés ce qui précede

donc comme /n > 0

et par croissance de I'exponentielle

(Y

oo () (0 55)

v
e Vir > e*ﬁexp ( 2 >
2/n

et donc

Vn € N*: e Vin > e VP —
n exp( NG

(d) Déduire de I'encadrement obtenu en 2b) que : u,, — n o e V",

o0

REPONSE:

Soit n € N* en combinant 2b et la question précédente

—vn Un —vn
exp < 2\/ﬁ) U n

Comme E~V" >

ex _ <w<1
p 2\/5 S oovim S

AR g, V= oo

Or (4a)

donc
U

lim LR
n——+00 2\/ﬁ

v
li - )=e"=1
nigloo xp < 2\/ﬁ>

Par continuité de I'exponentielle
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donc enutilisant le théoréme des encadrements

| EXERCICE 3|

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).
On désigne par p un réel de ]0; 1[.

On considere deux variables aléatoires indépendantes U et V, telles que U suit la loi uniforme sur [—3; 1], et V suit
la loi uniforme sur [—1; 3].

On considére également une variable aléatoire Z,indépendante de U et V, dont la loi est donnée par :

PZ=1)=p et PZ=-1)=1-p

Enfin, on note X la variable aléatoire, définie par :
Yw e Q, X(w) =
On note Fx, Fyy et Fy les fonctions de répartition respectives des variables X, U et V.

1. Donner les expressions de Fy () et Fy () selon les valeurs de x.

REPONSE:

D’apres le cours

0 siz < -3 0 siz < —1
VeeR  Fy(z)= xz?’ si-3<z<1 Fvlz)= ng si—l<z<3
1 siz>1 1 siz >3
*k
2. s
Etablir, grace au systéme complet d’événements ((Z = 1), (Z = —1)), que:

Vz € R, Fx(z) = pFy(z) + (1 — p)Fv(2)

11



(a) REPONSE:
Soit z € R, en utilisant le théoréme des probabilités totales
P(X<a2)=P(Z=1)Pz1(X <2)+ P(Z=-1)Pz—_1(X < x)

donc par définition de X
PX<x)=P(Z=1)PU<z)+P(Z=-1)P(V <)

¥z €R,  Fx(x) =pFu(x) + (1 - p)Fv(a)|

(b) Vérifier que X (Q2) = [—3; 3] puis expliciter Fix(z) dans les cas :
r< -3, -3<z<—-1, —-1<x<l, 1<x<3 et >3

REPONSE:

Si Z = 1 alors X peut prendre toute les valeurs de X i.e. [-1; 3] et si Z = —1, X peut prendre le méme valeurs
que V ie. [-3; 1]

| X(2) =[-3; 3]
0 siz < —3
(1—}7)961_3 siz e [-3; —1]
r+1 T+ 3 .
+ (1 - size|-1;1
Pourz € R Fx(z) = P 41 (1-p) 4 | ]
) sizell 3
1 siz >3

(c) On admet que X est une variable a densité. Donner une densité fx de la variable aléatoire X.
REPONSE:

Comme X admet une densité, on a

Vo e R\ {-3;-1;,1;3}  fx(z)= Fx(z)

12



0 siz < —3

1-— .

Tp siz e [-3; —1]

1 .

- siz e [-1; 1]
Pourz e R\ {-3;-1;1;3} fx(z) =< 4

‘Z sixz € [1; 3]

0 siz>3

(d) Etablir que X admet une espérance E(X) et une variance V' (X).
REPONSE:

Les moments d’ordre k, sont définis sous réserve de convergence absolue par

3
mk(X):/ zF fx (z) da

-3

Ces intégrales ne sont pas des intégrales impropres donc

X admet une espérance et une variance.

3. On se propose de montrer d"une autre fagon que X possede une espérance et un moment d’ordre 2 puis de
les déterminer.

(a) Vérifier quel'ona:

REPONSE:

Soit w € Q.

1+ Z(w) 1+Z

* Si Z(w) = —1 alors :Oethldonc

U(w) 5 V(w) 5 =V(w)
ce qui correspont a ce qui est attendu.
e Si Z(w) = 1alors 22 _ 16112 done
O D

ce qui correspont a ce qui est attendu.

13



— 1+7 1-Z
X=U42+viZ

(b) Déduire de 1’égalité précédente que X possede une espérance et retrouver la valeur de E(X).
REPONSE:

Par définition
E(Z)=px1+(1-p)x(-1)=2p-1

Comme U possede une espérance et Z aussi et que Z et U sont indépendantes

E (UH2Z> =E{U)E (1—;2)

_ ) 2D

_ T3 1+ B@) cours
2 2
1+2p—1

2

=p

Comme V posséde une espérance et Z aussi et que Z et V sont indépendantes

E (Vlzz) =FEWV)E <122)

_ pv)i=£4) ;E<Z)
341 1-E(2)
T2 T2
1%+l

- 1=l

cours

Par inéarité de I'espérance

1+7 1-7
E(X):E(U; Ve )

1+7 1-Z
() s (v157)

=p+p-1
=2p—1

X admet une esperance qui vaut 2p — 1

14



(c) En déduire également que X posséde un moment d’ordre 2 et retrouver la valeur de E(X?).
REPONSE:

On ait que
14z 1-2\?
X?=|(U 1%
2 T 2 )
U2<1+Z)2+V2<1—Z>2+2UVX1+ZX1+Z
B 2 2
1+2\? 1-2\? 1- 22
=U? V2 —= Uuv
(557) v (557) v
Orz?=1

oL (1+2Z\? L (1-2\?
—U (2 N
En utilisant le formule de Koenings Huygens
E(U?) =V(U)+(BEU))
(3+1)2
12
4

=-+1
T

+1

De plus en utilisant le théoréme de transfert
1+2\° [(1+1\° 1-1\°
(52 = (5 () 0o
1-2\° 1-1\2 1+1)°
= _— = - 1—
v (57) (52) o+ (55) a-»

15



donc

(557) +
2 2
—E <U2 <1+QZ> ) +E <V2 (1—22> ) indépendance de U, V et Z
2 2
=E(U*E <<1+ZZ) ) +E <V2 <1_22) ) indépendance de U?,Z

=E(U*)E <<1+2Z>2) +E (V) E <<1QZ>2> indépendance de V2,7

Les indépendances découlent du lemme des coalitions

V(X) =2+~ (2p— 1

4. (a) Soit T une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p. Déterminer la loi de 27" — 1.

REPONSE:

Les deux valeurs possibles pour 27" — 1 sont —1 et 1.
PR2T-1=-1)=P(T=0)=1-p

’2T — 1 suit la méme loi que Z‘

*

On rappelle que grand (1,1, ’unf’,a,b) et grand(1l,1,’bin’,p)sontdes commandes Scilab
ppelle q
permettant de simuler respectivement une variable aléatoire a densité suivant la loi uniforme sur [a, b]

et une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p.
Ecrire des commandes Scilab permettant de simuler U, V, Z, puis X.
REPONSE:

T=grand(l,1, 'bin',p)
7Z=2%T-1

U=grand (1,1, 'unf',-1,3)
V=grand(l,1, 'unf',-3,1)
X=Ux (1+2) /24Vx (1-2) /2

16



| PROBLEME |

Partie I : Questions préliminaires.

Dans cette partie « désigne un réel élément de [0; 1].

n
1. (a) Pour tout n de N* et pour tout ¢ de [0; z], simplifier la somme ) tP~1.
p=1
REPONSE:

Soitn € N* et t € [0; ],

n n—1
Sowrt=3"
p=1 p=0

1— tn—1+1 . .
i somme des termes d’une suite géométrique
1t
1t

1—¢n
T 1

Pour tout n de N* et pour tout ¢ de [0; x], > tP~1
p=1

n p z 4n
(b) En déduire que : Z o In(l —z) — / dt.
=1 P 0
REPONSE:

& Tl -t
/th—ldt:/ dt
et 0 1—t

tL Tl T ogn
Z/ tp’ldtz/ —/ dt

donc, par linéarité de l'intégrale

et donc

17



x n
(c) Etablir par encadrement que I'ona: lim dt = 0.
n—+oo Jq 1-—

REPONSE:
vt €10; z] O<l—-az<1l-—t
donc
1 1
vt € 10;
€losel <1
comme t"* > 0 i i
vt € 10;
€losal T <7

par croissance de l'intégrale, 0 < z

rogn o 1
dt < dt =
/0 1—t¢ /0 1—x n+1)(1—2x

en utilisant le théoreme des gendarmes

xT tn
lim / dt = 0.
n—+too fo 1 —1

oo
(d) En déduire que : ; % =—In(1—2x)
REPONSE:

En passant a la limite (pour n) dans I'égalité obtenue en 1c

+o0 L

Z % =—In(1—2a)
k=1

2. Soit m un entier naturel fixé. A 1'aide de la formule du triangle de Pascal, établir I'égalité :

q
k qg+1
a3 ()= ()

k=m

REPONSE:



Méthode 1: récurrence  Soit m € N fixé, posons pour g > m

q
k q+1
o 3 ()= ()
« initalisation ¢ = m
et

m+1) 1

m+1)
+ Hérédité Soit ¢ > m supposons que %, soit vraie

£0)-£0)-(2)

la formule est donc vraie au rang m

k=m k=m
1 1 \ p
- (q + ) + (q + ) hypothése de récurrence
m+1 m
2
= (q T ) formule de Pascal
m+1

» Conclusion D’aprés le principe de récurrence

Méthode 2 : somme télescopique

]g;n <:L> - ’ZT; (Ziﬁ) a (mi 1) formule de Pascal
_f:(k:—kl)_f:( k )
= \m+1) = Am+1
-5, ()2 05)
k=m+1 m+1 e m+1
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3. Soit n un entier naturel non nul. On considere une suite (X,,),en+ de variables aléatoires mutuellement indé-

n
pendantes, suivant toutes la loi géométrique de parametre z, et on pose S,, = Z X
k=1

(a) Déterminer S, (2) puis établir que, pour tout entier k supérieur ouégalan+1,ona:

k—1

P(Snt1=k) =Y P((Sh=4)N(Xps1 =k — )

j=n

REPONSE:

La plus petite valeur possible pour X; est 1 donc la plus petite valeur possible pour S,, est n

[8(9) = [; +o0[|

Ona
Sn+1 = Sn + Xn+1

donc
Sn+1 - Sn = Xn+1

En utilisant le théoréme des probabilités totales avec le systeme complet d’événements ([S,, = j]);>n

“+o0
P ((Sns1=k) =Y P([Sn =31 N[Sns1 = K])

j=k
+oo

= P([Sn = 1N [Snt1— Sn =k — j])
j=k
“+o0

= P([Sn = 41N [Xnt1 =k —j))
j=k

k—1
= P([Sn =N [Xn1 =k — j]) car X, 1(€) = N*
=k

(b) En déduire, par récurrence sur n, que la loi de S,, est donnée par :

-1
VEk € [n, +o0], P(S,=k)= (fb B 1)37”(1 — )k
REPONSE:
POur z fixé et n € N* notons et
k-1 .
Gn : Vk=n P(S, =k) = 1 (1 —x)¥"
n—



« Initialisation pour n = 1, S; = X; et comme X; — G(x)
forallk € [1; 400 P(S; = k) =x(1 —x)F1
et
1-1

(k B 1)331(1 —o)F =1 xa2(1—a)k !

 Hérédité Soit n € N*, supposons que

k—1
2 P = _ n| — k—n
Yk =n (Sn=k) (n— 1>x (1—-2x)
P(Sns1 = k) Z P(( N(Xpg1=k—3)) question précédente
= Z P((Sp =7)P((Xpnst1 =k —3)) indépendance +lemme des coalitions
= Z P((S, = j))z(l — )71 loi géométrique

- Z (7]1_ D — @) e(l - 2) HR

n+1 k n—1 5 .
Z (n _ 1) changement d'indice
j=n—1
— (L — gyt (K question 2
n—1+1

» Conclusion D’aprés le principe de récurrence

Vk € [n, +oo], P(S,=k) = (F"1)a"(1 —z)k

(c) En déduire, pour tout = de ]0; 1] et pour tout entier naturel n non nul :

(b )a-ar -

k=n

REPONSE:
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Par définition 'une probabilité et comme S,,(Q?) = [n; +o0]

+o0
> P(S,=k) =1
k=n

donc .
= (k-1
n— k—n _ 1
> (ny)ema-e)
k=n
donc .
oo
k-1
n 1—a)F " =1
3 (n )9
k=n
. X k-1 ) 1
Pour tout = de ]0; 1] et pour tout entier naturel n non nul » (1—az)km=—
= \n— 1 "
*
(d) Onrappelle quelacommande grand(l,n,’geom’,p)permeta Scilab desimulern variablesaléa-
toires indépendantes suivant toutes la loi géométrique de parametre p.
Compléter les commandes Scilab suivantes pour qu’elles simulent la variable aléatoire S,.
REPONSE:

n=input ('entrez une valeur de n supérieure a 1:'")
S=sum(grand(l,n, "geom',x))
disp (3)

Partie 2 : étude d’une variable aléatoire.
Dans cette partie, on désigne par p un réel de ]0; 1[ et on pose ¢ =1 — p.
On considere la suite (uy)xen+, définie par :

qk

Vk € N*7 Uk:—m

1. (a) Vérifier que la suite (ug)ren- est a termes positifs.
REPONSE:

Comme p € ]0; 1] In(p) < 0 les autres termes étant positifs

‘ La suite (ug)ren~ €St @ termes positifs.
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+oo
(b) Montrer, en utilisant un résultat de la partie 1, que Z up = 1.

k=1
REPONSE:
Sous réserve de convergence
+oo +o00 qk
U, = —
Z k Z kIn p
k=1 k=1

La convergence et la somme étant obtenue grace a la question Partie 1.1.d

+oo
Zuk =1.
k=1

On considére dorénavant une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par :

Vk € N*, P(X = k) = uy,

2. (a) Montrer que X posseéde une espérance et la déterminer.
REPONSE:

Les termes étant tous positifs la convergence absolue se confond avec la convergence.”
Sous réserve de convergence

“+o0
:Zkuk
_Z klnp

1 =X,
- lanqk

- lanqk 1

"o Z q changement d’indice
np <

La série géométrique converge et
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1
(b) Montrer également que X posséde une variance et vérifier que : V(X)) = —ng?—n)];) .
pnp

REPONSE:
Sous réserve de convergence (absolue)

+oo

E(X?) =) Ku th de transfert
k=1

+oo
I
klnp
k=1

La série dérivée de la série géométrique converge donc

17
(1-¢)*Inp
donc d’aprés la formule de Koening Huygens X admet une variance et

E(X?) =—

V(X) = B(X?) - (B(X))?

q q
~ (1—¢)2Inp <1np(q— 1))
_ 4 B 'S
(I1-¢)?Inp (Inp(qg—1))?
_ glp 7
(1-=¢)lnp)*  (Inp(g—1))?
__glp ¢
(plnp)*>  (plnp)?
_ 7q2 +glnp+

(pInp)?

_qlg+1np)

X posséde une variance et V(X) = (I p)?

3. Soit k un entier naturel non nul. On considére une variable aléatoire Y dont la loi, conditionnellement a
I’événement (X = k), est la loi binomiale de parametres & et p.
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(a) Montrer que Y (©2) = N puis utiliser la formule des probabilités totales, ainsi que la question 1) de la
q p p q q
partie 1, pour montrer que :

REPONSE:

Une loi binomiale étant a valeur dans [0, n] et ici n peut prendre toute les valeurs prises par X i.e. N*

P(Y=0)=> P(X=kPX=Fk)(Y =0) proba totales

=> P(X=k) (S)po(l —p)* loi binomiale

1 .
:+m1n(1_ (1—p)(1—p))) question I.1.d

_ g 2
_1np1n(1 1+2p p)

_ 1 2
_1np1n(2p p)

=$<In<p>+1n<2—p>>

:ﬁ(ln(p)+ln(2—1+q))

. 4 -1 . ..
(b) Apres avoir montré que, pour tout couple (k,n) de N* x N*, ona: = , établir que, pour
n

tout entier naturel n non nul, on a :

R L ] (I (o

nlnpk_n n—1
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En déduire, grace a la question 3) de la premiere partie, I'égalité :

n

o _ q
U e Ty
REPONSE:
k!
(n) _ nl(k—n)!
ko k
(k—-1)
~ nl(k—n)!
(k—1)!

Pour tout couple (k,n) de N* x N*, on a: Z =

n
Z P(X = k)Px—(Y =n) proba totales
- Z P(X = k)Px—x(Y =n) support
k n k—n i hi H
= ZP(X =k){ )p"(1—p) loi binomiale
k=1 "
400 k
_ Z __4 k p(1 = p)hn loi de X
kInp\n
k=1
+oo
pn 1(k> k k—n
=S ()t
Inp — k\n
. p"q" io 1 <k> 2k—2n
= - - q
Inp P k\n
Pt ST (R =1\, 5 »
=_ - (q%) calcul précédent
Inp = n\n-— 1
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k=1
_ 1
(1-Q1-=p?2)"
_ 1
S (1-142p—p?)"
_ 1
_ 1
pr(l+q)”
ce qui permet de démontrer que
qn
P(Y = —
'=n) n(l+g¢"np
*
400
(c) Vérifier quel'on a Z PY=k)=1.
k=0

REPONSE:

(d) Montrer que Y posséde une espérance et donner son expression en fonction de In p et g.
REPONSE:

q(qg+ (1+q)In p)

(e) Montrer aussi que Y possede une variance et quel'ona: V(Y) = — (In p)2

REPONSE:
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