ESSEC2 2010 - ECE

L’objet du probleme est 1’étude de la durée de fonctionnement d"un systeme (une machine, un or-
ganisme, un service. ..) démarré a la date ¢t = 0 et susceptible de tomber en panne a une date aléatoire.
Apres une partie préliminaire sur les propriétés de la loi exponentielle, on introduira dans la deuxieme
partie, les notions permettant d’étudier des propriétés de la date de premiere panne. Enfin, dans une
troisiéme partie on examinera le fonctionnement d'un systéme satisfaisant certaines propriétés parti-
culieres.

Les trois parties sont dans une large mesure indépendantes.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probleme sont définies sur un espace probabilisé
(2, A,P).

Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y') son espérance lorsqu’elle existe.

On adoptera les conventions suivantes. On dira qu'une fonction f continue sur R* et continue a

droite en 0 est continue sur R. En outre, si T' est une variable aléatoire positive dont la loi admet la
t

densité f continue sur R, sa fonction de répartition Fr(t) = P(T < t) = / f(u) du, est dérivable sur

0
R’ , et dérivable a droite en 0. On conviendra d’écrire F.(t) = f(t) pour tout t € Ry, Fi(0) désignant
donc dans ce cas la dérivée a droite en 0.

I Généralités sur la loi exponentielle

On rappelle qu'une variable aléatoire suit la loi exponentielle de parametre p(p > 0) si elle admet
pour densité la fonction f,, définie par

e M si x>0
f ,u(x ) = H ) -

0 si <0
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre .

(a) Donner l'espérance E(X) et la variance V' (X).
REPONSE:

(b) Justifier que pour tout entier naturel n, X" admet une espérance et déterminer une relation
de récurrence entre E(X"1) et E(X™) pour tout entier naturel n. Indication : On pourra
effectuer une intégration par parties

REPONSE:



Soit n un entier, sous réserve de convergence absolue , grace au théoreme de transfert

+o0
E(X") = / " pe M dx
0

Comme l'intégrande est positive, la convergence absolue se confond avec la convergence.
Ona

ce qui démontre
1
"pe ™ = o =
K Tr—400 x2

Comme f1+°° % dx est une intégrale de Riemann convergente (2>1), en utilisant le théoreme de com-
paraison sur les intégrales de fonctions a valeurs positives

—+00
/ " pe H* dx converge
1

1
Comme de plus l'intégrande est continue sur le segment [0; 1], I'intégrale / 2" ue " dx n'est pas
0

impropre .

| X admet des moments de tout ordre. |

On pose pour z réel

u(z) = "1 ' (z) = (n+1)2"

v(z) = —e "/ () = pe H*

Ces deux fonctions sont de classe C! sur R
Soit A €R

A A
/ gt lemmuT qg :/ w(z)v' (z) dz
0 0
A
= [u(m)v(:p)]g‘ - / o (z)v(x) dz intégration par parties
0
A A
= [—e_“‘rxnﬂ]o + (n+ 1)/ z"e M dx
0

A
= —e HAynTl 4 n+1/ pxr’e H dx
B Jo



D’aprés le théorémes des croisssances comparées

lim e #4A"t =
a—-+o00

Toutes les intégrales étnt convergentes

E<Xn+1 — 7E(Xn)

n+1

Pourn € N, B(X"! =
1

B(X™)

(c) En déduire E(X"™) pour tout n > 0.
REPONSE:

Aprés avoir cherché au brouillon nous proposons de démontrer par récurrence que

|
YneN  E(X") =--
Mn
« Initialisation
Par définition d’'une densité

“+oo
E(X%) = / pe *dr =1
0

Et comme 0! = 1 et u° = 1 on a bien

!
E(X% = %
0
» Hérédité Soit n € N, supposons avoir montré que
!
B(X") = —
ol
alors
1 . ‘oz
B(X"! = iE(X") question précédente
7]
1 ! . .
_nt X % hypothése de récurrence
Iz Iz
~ (n+1)!
- Mn—i—l



|
Pourn € N E(X") = —
7

(d) Retrouver la valeur de V(X)) a l'aide de la question précédente.
REPONSE:

. 1! 1
On abien E(X') = — = m
et en utilisant la formule de Koening-Huygens , X admet une variance et
2 1 1
V(X)=E(X?) -EX)?==2 - = ==
(X) = E(X7) - E(X) 22

2. Propriété caractéristique
(a) Soient p > 0 et X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre f.
Justifier que pour tout réel x positif ou nul, le nombre P(X > z) est non nul.
Montrer que pour tous réels positifs x et y,

P[X>:c](X > +y) = P(X > y)
REPONSE:
Ona
P(X>a)=1-P(X <) =1— (1— e #*) cours, fonction de répartition =e M

Donc
P(X >z]Nn[X >z +y])

Pixsa)(X >z +y) =P(X >y) = X > 1) définition
P(X >x+y)
== - 9 car [X X <0
PX > 1) [(X>z+y]C[X>2a](y<0)
e—ﬂ(w+y) ARA
= remarque précédente
e M1y
— e_.u'y
=P(X >79) remarque précédente

Pour tous reels positifs z et y, Pjx~,)(X >z +y) = P(X > y)
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(b) Réciproquement, soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f continue et
strictement positive sur R, et telle que pour tous réels positifs x et y,

P[X>a:](X > +y) = P(X > y)

REPONSE:
1
*
i. Soit R(xz) = P(X > x). Justifier que R(z) est non nul pour tout réel positif.
REPONSE:
Pour z € R

P(X>z)=1-P(X <x)
"

=1- dt
+oo x
= / f(t)dt — / f(t)dt définition d’'une densité
o oo
= / f(t)dt relation de Chasles

et comme f est continue et strictement positive sur R, cette intégrale est strictement positive.

’R(x) est non nul pour tout réel positif.

Remarque :

ii. On pose u = f(0). Montrer que pour tout z réel positif, on a la relation R'(z) + pR(z) =
0.
REPONSE:



Soit z et y deux réels positifs

P([X >z]Nn[X >z +y))
P(X > )

(X >a+y])

P[X>a:](X > +y) =

= car (X >z +y| C [X > 7]

P(X > x)

Avec I'hypothese faite sur X on obtient

PX >z+y)=PX >2z)P(X >vy)

Soit h >0
R(x+h)—R(z) PX>z+h)—-P(X >ux)
h N h
_ P(X >x)P(X >h)— P(X >x)
N h
el
R )R(0+h})L—R(O)

car R(0)=P(X >0)=1
Quand h tend vers 0 (par valeurs positives) on obtient

R'(z) = R(z)R'(0)

et d’aprés les rappels de I'énoncé R'(0) = —f(0)

remarque précédente

’ Pour tout x réel positif, R'(x) + uR(z) =

0. |

*

iii. Calculer la dérivée de x — R(z)e"* sur R.
REPONSE:

R et une exponentielle étant de classe C! sur R, ,la fonction g : z — R(x)e*® I'est aussi et

g (z) = R'(z)e"* + R(x)uet”®
= (R'(z) + pR(z)) e"*

=0 question précédente



iv. Déduire que X suit une loi exponentielle dont on précisera le parametre.
REPONSE:

La fonction g est de dérivée nulle sur un intervalle, donc constante
Vo € Ry g(x)=¢(0)=R(0)x1=1

donc
Vo € Ry P(X >z)=e™%

donc
Vr € Ry PX<x)=1—e ™

ce qui démontre que la fonction de répartition de X est celle d’'une loi exponentielle.
X suit la loi exponentielle de paramétre = f(0). ‘

*

3. Soient deux réels strictement positifs 11 et pa. Soient X; et Xy deux variables aléatoires indépen-
dantes suivant respectivement les lois exponentielles de parametres ji; et o .

(@) On pose Y = max(X;, X2). Déterminer la fonction de répartition Fy de Y et en déduire la
densité de la variable Y.

REPONSE:

Comme X; et X, sont a valeurs positives Y I'est aussi
SO|t xT € R+

=P(X; <2)P(X2 < x) X1, X2 sont indépendantes
= (1—e M%) (1 —e #27) cours
0 siz <0

Pour z € R Fy (z) =
(I—eM¥)(1—e™%) siz>=0

Fy est continue et dérivable sur R* car constante et sur R comme produit et de fonctions exponen-
tielles

De plus
lim Fy (z) = lim 0 = Fy(0)
z—0 z—0
<0 <0
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et
iii%FY(:”) = lim (1—e ") (1—e")=(1-1)(1-1)
x>0 <0

la derniere égalité découlant de la continuité de I'exponentielle.
Iy est donc continue en 0 donc sur R et Y admet bien une densité

Vz € R fy(z) = Fy ()

donc
REPONSE:
0 siz <0
pour z € R*, fy(x) =
1€ T + poe™H2T — (g + MQ)e—(MH-m)CC
*
*
(b) On pose Z = min(X1, X»). Déterminer la fonction de répartition Fz de Z et en déduire la
loide Z.
REPONSE:

Comme X; et X5 sont a valeurs positives, Z est aussi a valeurs positives
Soit x € Ry

P(Z > x) =P([X1 > z] N [Xy > z])
=P(X1 > 2)P(X2 > x) indépendance
=(1-PXi<2))(1-PX2<12))

=(1-(1-e) (1-(1-e"))

— @ H1Tg— 2T
= e*(}tl‘hug)l'
donc
PZ<a)=1-P(Z>z)=1—e (Imtn)e

En utilisant le support de Z on reconnait la fonction de répartition d’'une loi exponentielle de paramétre
H1+ma

’Z suit la loi exponentielle de paramétre 1 + po.

8



IT Fiabilité

Soit T une variable aléatoire positive qui représente la durée de vie (c’est-a-dire le temps de fonc-
tionnement avant la survenue d’une premiere panne) d'un systeme. On suppose que 7" est une variable
a densité f7 continue sur R et ne s’annulant pas sur R% .

On appelle fiabilité de 7" la fonction Ry définie sur R, par

Rr(t) =P(T>t)=P(T' >1t)=1— Fr(t)

ol Fr est la fonction de répartition de 7.

1. Soient t un réel positif ou nul et ~ un réel strictement positif.
La dégradation du systeme sur l'intervalle [¢, ¢+ | est mesurée par la probabilité P(t < T' < t+h).
Exprimer cette quantité a 1’aide de la fonction R7.
REPONSE:

Soit h > 0 et t > 0 deux réels

h+t
Pt<T<t+h) z/ fr(t)dt
t

+o00 h+t
= fr(t)dt + fr(t)dt Chasle (un peu limite du prgramme), toutes les intégrales conv
t +oo

= Rr(t) — Rr(t+h)

’ La dégradation du systéme sur lintervalle [t,t + h| est Ry (t) — R (t + h). ‘

2. Montrer que, pour tout réel ¢ positif ou nul,

Pt<T<t+h
lim ( +h)

h—0 h
h>0

= fr(t)

REPONSE:



Soit h > 0 et t > 0 deux réels

Pt<T<t+h) Rp(t)— Rr(t+h)

h h
11— Fr(t)—1+Fp(t+h)
N h
_ Fr(t+h) — Fr(t)
N h
en passant a la limite
Pt<T<
tim ZESTSEED ) g
h—0 h
h>0

Pt<T<t+h
lim ( +h)

h—0 h
h>0

= fr(t)

3. (a) Justifier que pour tout réel ¢ positif, Ry (t) > 0
REPONSE:

Comme fr est strcitement positive sur R,

Pour tout réel ¢ positif, Rr(t) > 0. ‘

On appelle taux de défaillance la fonction définie sur R par le rapport \(¢) =

1
(b) Montrer que A est la dérivée de la fonction ¢ — In ( 7 (t)> .
T

REPONSE:

A est bien définie car Ry ne s’annule pas et

Vt€R+ 1H<

On a déja vue que pour tout réels = € R,
Rp(x) = —fr(z)
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donc

donc par composition la fonction V : t +— In <R 1(t)> . est dérivable sur R et pourt € R
T
Ry (t)
V()= =L
Q R (t)
_ fr(@®)
Ry (t)

(c) Déduire 'expression de Ry en fonction de A a ’aide d’une intégrale.
REPONSE:

En reprennant les notations précédente pour ¢t € R

Comme Ry (0) =1

donc

_ /0 Az)de = In (Br(t)

Pourt € R, Rp(t) = exp (— fg A(z) dx)

4. Soit Z une variable aléatoire réelle positive de densité g continue sur R, admettant une espé-

rance. On pose Rz(t) = P(Z > t) pourt > 0.

(a) Soit v la fonction définie sur Ry par v(t) = tRz(t).

Montrer que
tg(t) = Rz(t) — v'(t)

o1 v’ désigne la dérivée de v.

11



REPONSE:

v est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables et pour ¢t € R

v'(t) =1 x Rz(t) + tRy(t) = Rz(t) — tg(t)

|Pour t € Ry, tg(t) = Ry(t) — v'(t) |

*

(b) Montrer que lim wv(t) = 0.

t——+o0
REPONSE:

Comme on sait que Z admet une espérance

E(Z) = /0+00 zg(z)dx

ce qui prouve que l'intégrale en question converge.
Soitt € Ry

o(t) = R4 (1)

“+oo
= / g(z)dx
t
+oo
< / zg(x)dx cart < x
t
+oo t
</ zg(z)dx —/ zg(z)dzx Chasle +espérance existe
0 0

+oo t
vVt € Ry 0<o(t) < / zg(z)dz — / zg(x)dz
0 0

Or

t +00
lim zg(z)dr = / zg(z)dx
0

t——+o0 0

et en utilisant le théoréme des encadrements

lim v(t) = 0.

t——+o0

12



+o0
(c) En déduire que E(Z) = / Rz(t)dt.
0

REPONSE:

Soitt € R+

t ¢
/ zg(x)de = / Ry(z) —v'(z)dx question 4.a
0 0

Rz(x)dz —v(t) + 0 x g(0) car g continue en 0

En passant a la limite et en utilisant la question 4b

+o0 +oo
/0 tg(t)dt:/o Rz(t)dt

B(Z) = /O " Ry dt

Remarque : les trois questions précédentes reviennent a faire une intégration par parties (dure)

*

5. On suppose désormais que 7" admet une espérance. Soit ¢ un réel positif fixé; le systéme ayant
fonctionné sans panne jusqu’a la date ¢, on appelle durée de survie la variable aléatoire 7, = T'—t
représentant le temps s’écoulant entre la date ¢ et la premiere panne.

On a dong, pour tout réel x positif
Ry, (7) = P(Ty > ) = Pipsyg(T >t + )
(a) Montrer que, pour tout réel z positif,

_ Ry (t + x)
Rr,(z) = TRe(l)

REPONSE:

13



On a

Ry, (2) = Prpsy (T >t + )
P(T >t]N[T > t+a))
P(T >t)
P(T >t+x)

définiton

TTPRT 1) car [T >t+z] C [T >

P(T > t)
_ Relt+a)
N RT(t)

" t
P our tout réel = positif, Rz, (x) = M
RT(t)
*
(b) En déduire que
1 +oo
E = d
( t) RT(t) ] RT(U) U

REPONSE:

Remarque : on veut utiliser la question 4, pour cela il faudrait démontrer que 7; admait une densité
(faisable) et que T; admet une espérance (me semble trop dur sans indication, si le sujet était bien
posé, cette partie aurait été intégrée dans la question 4.c) On admet donc ces deux résultats

D’aprés la question 4

—+o00
E(Ti) = Ry, (z)dx
0
_ [ Belt+a)
0 Ry (t)
1 +oo
~ Re(t) / Rr(t+)ds car Ry(t) est une constante
T 0
1 +oo |
~ Re(t) / Rp(u) du changement de variable u =t + z
RT(t) t
1 —+o00 ;
E(Ty) =
( t) RT(t) /t RT(U) U

14
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Les questions suivantes illustrent les notions introduites précédemment pour des systemes simples.

6. (a) Onsuppose que T suit la loi exponentielle de parametre ;.. Déterminer la fiabilité et le taux
de défaillance.

REPONSE:
Pour ¢ réel
RT(t) =1- FT(t)
i 1 Sit<0
Pour ¢ réel Ry (t) =
e M sit>0
On a donc
, 0 sit<O
Pour t réel \(t) =
o Sit>=0

(b) On suppose que le systeme est composé de deux organes 1 et 2 montés en série, dont les
durées de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne dées que
I'un d’eux tombe en panne. On note T; la durée de vie de I'organe i, fr, la densité de sa loi
qu’on suppose exponentielle de parametre j1;. Déterminer la fiabilité du systeme et son taux
de défaillance.

REPONSE:

Si les deux organes sont montés en série, alors systéeme tombe en panne dés que 'un des organes
tombe en panne, on étudie donc min(73,73). D’aprés la question 1.3.b min(7}, T%) suit une loi géomé-
triqgue de paramétre 1 + o

1 sit<0 0 Ssit<0
! et A(t) =

e-(mtm)t  git >0 w4 pe Sit=0

Pour t réel Rp(t) =

15



(c) On suppose que le systeme est composé de deux organes 1 et 2 montés en paralléle, dont les
durées de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne quand
les deux organes sont en panne. On note 7; la durée de vie de I'organe ¢, f7, la densité de sa
loi qu’on suppose exponentielle de parameétre 1;. Déterminer la fiabilité du systeme.

REPONSE:

On veut cette fois ci étudier max (7}, T5), d’apres la question 1.3.a ou nous avons calculer la fonction
de répartition d’'une telle loi

3 1 sit<0
Pour t réel Ryax(1y 1) (t) =

1-(1—e M) (1—e ) sit>0

7. Soit ¢,, g la fonction définie par

B

0 si t<0

(Bt te P si >0

ou > 0 est une constante strictement positive et n un entier naturel non nul.
(a) Vérifier que ¢, 3 est une densité de probabilité (loi d’Erlang).
REPONSE:

©n 3 €st une fonction positive, et continue sauf éventuellement en 0 de plus, sous réserve de conver-

gence
400 —+o00
| enstai= /O on (1) dt

:/+OO b (Bt te Pt
0

(n—1)!
_ Bn oo n—1 — [t
_(n—l)!/o " pe Pt dt
n—1
- T nﬁ_ e ol X — £(f)
n—1 o
= (nﬁ_ 0 X (%n_?! question I.1.c
=1

©n.3 €St une densite de probabilité.
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(b) On suppose que 7" a pour densité la fonction ¢,, g. Montrer que la fiabilité a la date ¢ est
n—1
- pt)*
T(t) =e Btz(k')
k=0

REPONSE:

La fonction Ry donnée est dérivable sur R, comme produit d’'un polynome et d’'une exponentielle.

Et pourt € Ry

n—1 n—1
Bt - kB(pt)
R/T(t) _ —59 Bt ( k) +e Bt Z (k')
k=0 k=1
n—1 k n—1 k—1
Bt (8t) B(Bt)
-€ IBE: T
k=0 k=1
n—1 n—2
= Be Pt [— (ﬁ]:') + (ij? ] changement d’indice dans le 2eme X
k=0 k=0 7
t n—1
= Be Pt ((S z i télescopage
On adonc
Rp(t) = —¢pn,s
Donc la fonction R donnée est une primitive de —¢,, g sur R, elle ne différe de la fiabilité que par
(0"

une constante, et comme e 40 Z
=0

< (80"
La fiabilité est Ry (t) = e=#* Z o
k=0 ’

8. Soit 13, la fonction définie par

B
Ypn(t) = n
0

ouf>=1n>0

17



(a) Vérifier que 15, est une densité de probabilité (loi de Weibull).

REPONSE:

La fonction 3, est positive et continue sur R sauf éventuellement en 0.
De plus pour A € Ry

A A 61
/ Ypn(t) dt = / s <t> e~ (" qt
0 o MA\7

/814 . e Y
- [—e (t/n) } on reconnait une dérivée "evidente
0

=1 e_(A/")ﬂ

Comme n > 0 alors
Al () = o0
comme 3 >0
Alim ()7 = —oc

et donc par continuité de I'exponentielle

lim e~ (/7" =0
A—+o0

+oo

¢57n(t) =1

—00

1., st une densité de probabilité.

(b) On suppose que T a pour densité la fonction 15 ,. Déterminer la fiabilité R7(t) et le taux de
défaillance A(¢) a la date t.
REPONSE:

Soit t € R,, d’aprés les calculs qui précedent

t
| st de =1 -’
0

Pour ¢ positif Ry(t) = e~/ et A(t) =

S | ™
7N
|+
N~
®
R

18



(c) Etudier . 1121 A(t) en fonction de la valeur de 5.
—+00

REPONSE:

Si 8 > 1 la fiabilité tend vers +oo, si § < 1 elle tend vers 0, dans le cas d’égalité la fiabilité est
) . bet
constante égale a iy
T
La condition 5 > 1 de I'énoncé semble étre une erreur.

*

II Systeme Poissonien

On considére maintenant un systeme dont le fonctionnement est défini comme suit : pour tout réel
t positif, la variable aléatoire IV; a valeurs entiéres représente le nombre de pannes qui se produisent
dans l'intervalle [0; ¢]. On considere que le systeme est réparé immédiatement apres chaque panne.

On notera en particulier que pour s < t,ona Ny < N;.

On suppose qu’on a les quatre propriétés suivantes

e No=0et0 < P(N; =0) < 1pour toutt > 0.
e Pour tous réels ty,t1,...,t, tels que 0 < ¢y < t; < --- < t, les variables N;,, Ny, — Ny, Ny, —
Ny ..., Ny, — Ny, , sont mutuellement indépendantes (accroissements indépendants)
e Pour tous réels s et t tels que 0 < s < t, N; — N, suit la méme loi que N;_; (accroissements
stationnaires)
P(Np > 1
o lim 20> 1)

h—0 h
h>0

=0

On pose, sous réserve d’existence, pour tout u > 0 et pour tout s dans [0; 1], Gy (s) = E(sV*) , avec
la convention 0° = 1.

1. (a) Justifier que pour tout u > 0, G,(s) existe pour tout s dans [0; 1] et qu’on a, pour tout s dans
+oo
[0; 1], Gu(s) =Y P(Ny = k)s* .
k=0

REPONSE:

Soit u positifs fixé, d’apres le théoréme de transfert et sous réserve de convergence (absolue car les
termes sont positifs)

Gu(s) = E(s™")
“+oo
= s"P(N, = k) car N, est a valeurs entiéres
k=0
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or pour k entier comme s € [0; 1]
s*P(N, = k)| < P(N, = k)
et comme Zk 2oP(Ny, = k) converge (et vaut 1), d’apres le théoréme de comparaison sur les séries a

termes positifs la série 3", s*P(NV,, = k) converge absolument.
Le théoréme de transfert assure donc que

Gu(s) = E(s™) existe et vaut 370 s"P(N,, = k).

(b) Montrer par ailleurs que, pour tous réels u et v positifs ou nuls, et pour tout réel s tel que
0<s<1l,ona
Guro(s) = Gu(s)Go(s)

REPONSE:
Guiv(s) =FE (SN“‘H’)
= B (sNwro o)
= E (sN+ M) E (s™)  I'axiome 2 et le lemme des coalitions assurent I'indépendance
=FE (s") B (s"") Axiome 3 : N4, — N, et N,,,_, ont méme loi
= Gu(s)Gu(s)

’ Gu+v(8) = Gu(S)Gv(S) ‘

2. Onfixe stel que 0 < s <

(a) Montrer que Gl(s)
On pose f(s) = —In Gl( )et, pour u > 0, ¢P(u) = Gy(s).
REPONSE:

D’aprés la question Ill.1.a

“+00
s) = 1"P(\; =k
k=0
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or tous les termes de la somme sont strictement positifs (Axiome 1) donc

+o0
Gi(s)=> 1FP(N1 =k) >0
k=0

Gl(S) >0

*

De la question 11.1.b, on déduit (par recurrence ) que pour tout réel v > 0 et pour tout entier !
Gra(s) = (Gu(s))*

Donc

Y(k) = e %) pour tout k € N

1
(c) Soit g un entier naturel non nul. En considérant G/, (s), montrer que v (%) =e «

REPONSE:

On adapres lll.1.a
(G, (8))" = Giyguq(s) = Ga(s)
ce qui démontre
($(1/a))" = e~
et donc )
1/q ——0(s)

(/0 = (wa)*) " =e 1

1. Go(s) = 1 par application de I'axiome 1
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759(5)'

Pour ¢ un entier naturel non nul. ¥ (%) =e

—7r6(s)

(d) Montrer que si p est entier naturel et ¢ un entier naturel non nul, ona ¢ (r) = e ouona

Ay — P
poser = .
REPONSE:

= (Gra(9))" lIl.1.a
(

— <e*59(s)>p question précédente
e
e

(e) Montrer que pour tout réel positif u, G, (s) = e "0(),

REPONSE:

Me semble utiliser des notions hors programme

O

Gp(s) —1 _

(f) En déduire que pour tout s € [0; 1], }lLinb —0(s) .
%

h>0
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REPONSE:

Gh(S) -1 e—h@( ) —00(s)
h a h
Donc Gus) — 1
. s) —
lim g =¢'(0)
h>0
ou
Ct s e t0)

est une fonction définie et dérivable sur R. La variable est ¢, 6(s) est une constante.

¢(0) = ~0(s)

-1
Pour tout s € [0; 1], lim Gi(s) — 1 = —0(s)
h—0 h
h>0

*

3. Montrer par ailleurs que pour tout s € [0; 1],

+oo
Gh(s) —1=P(Np=1)(s = 1)+ Y _P(Ny =k)(s" - 1).
k=2
REPONSE:
Ona
+00 oo
1= P(Ny=k)  Guy(1)=) s"P(N,=k)
k=0 k=0
donc
—+o00
Gh(s)—1=> s"P(N, =k) - ZP (N, = k)
k=0
—+o00
=) (" ~1)P(Ny =k)
k=0
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Pour tout s € [0; 1], Gp(s) — 1 = P(N, = 1)(s — 1) +ZP (sF —1).

D PNy =k)(s" — 1)
4. M . 1], lim =2 =
ontrer que pour tout s € [0; 1], }lllir(l) N 0
h>0
REPONSE:
On a

> PNy =k)(sF - 1)

A A
<S PN, = k) ‘(sk - 1)’ S PNy = k)1
k=2

k=2
Donc en passant a la limite

S -1) Z P(N
donc
+oo
D PN, =k)(s" = 1)| <P(N > 1)
k=2
donc
400
0< P(Ny, = k)(s* — 1) < P(N >1)
h h
Or d’aprés I'axiome A4
lim P(N >1) _
h—0 h
h>0

D’aprés le théoreme des encadrements

+oo
> PNy =k)(sF — 1)

Pour 1], lim ¥=2 =
s € [0; 1], lim " 0
h>0
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5. (a) En déduire qu'il existe a > 0 tel que oo = }lliH%)
—
h>0

P(Ny=1)
h

0(s) = a(l —s).
REPONSE:

D’aprés la question 111.3, pour tout s € [0; 1],

—+00
Gu(s) —1—Y P(Np=k)(s" = 1) =P(N, = 1)(s — 1)
k=2
Donc
Gu(s) =1 Y Z5P(Nw =k)(s* = 1) _ P =1) (s 1)
h h h
En passant a la limite (h — 0) et en utilisant les question 3 et 2.f
P(N,=1)

—0(s) —0=(s— 1)}1113%
h>0

ce qui démontre le résultat voulu

(b) En considérant G,,(0), montrer que o > 0.
REPONSE:

Onadapres lll.1.a

+oo
G1(0) = 0*P(Ny = k) = P(N; = 0)
k=0

Or d’apres I'axiome A1 P(IN; =) < 0 donc
6(0) = —In(G1(0)) >0
, comme (1 —s) > 0, en utilisant le résultat de la question précédente

a>0

6. (a) On fixe un temps u > 0. Montrer que pour tout s € [0; 1],

+
8
—
(DI
Q
<
—
Q
£
ol
| I
¥
El

400
Gu(s) =) P(N, = k)s* =
k=0

>
Il
=)
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REPONSE:

La premiere égalité a déja été prouvée en lll.1.a

Gu(s) = e %) Draprés lll.2.e
_ g—ula(1-s) 5.a

— e*’l,LO(euaS

—+00

S (aus)t
!

A série exponentielle

k=

[ —au (au)k] Sk

¢ T

[en]

+

g

i
o

+oo 400 (au)k
Pour u > 0. et s € [0; 1], Gyu(s) = ZP(NU = k)s* = [eau ] o
k=0

(b) Déduire que pour tout u > 0, la variable aléatoire N,, suit la loi de Poisson de parametre au.
REPONSE:

[l faut identifier les coefficients dans les deux séries précédentes, c’est hors programme e est valide
parce que les séries sont des séries entieres.

Une famille de variables aléatoires ayant les mémes caractéristiques que la famille (/V;)>o est un
processus de Poisson et la constante a s’appelle le parameétre du processus de Poisson.

7. Soit T' la variable aléatoire désignant la date de la premiere panne. Soit ¢ > 0. Comparer les
événements (7' > t) et (N; = 0). En déduire que T suit la loi exponentielle de parametre a.

REPONSE:

La premiere panne arrive aprés le temps t si et seulement si au temps tily a eu 0 pann:

Pourt € R, [N; = 0] = [T > ]
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On en déduit donc que

PT<t)=1-P(T >1)
t)? , .
=1- e_at (C:)'> queStlon precedente
-1 — e—Oét

On reconnait une fonction de répartition de («)

T — &(a)

8. Pour t positif fixé, on pose pour h réel positif, N, = Nyyj, — N;.
(a) Montrer que N}, est la variable aléatoire qui représente le nombre de pannes survenues dans
l'intervalle de temps ¢, ¢ + h].
REPONSE:

N, représente le nombre d’avaries survenues dans l'intervalle f0t + h auquel on soustrait le nombre
N; d’avaries survenues dans |0; t].

N, est la variable aléatoire qui représente le nombre de pannes survenues dans l'intervalle de temps |t,t + h]

(b) Montrer que la famille (]\7 h)h>0 est un processus de Poisson de parametre c.
REPONSE:

(c) En déduire que la premiere panne survenant apres la date ¢ se produit a une date suivant la
loi exponentielle de parameétre a.
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REPONSE:

(d) En déduire que le processus de Poisson a la propriété que, pour chaque date ¢ donnée, le
taux de défaillance du systeme apres ¢ est constant.

REPONSE:
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