c 1
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T.D. de Mathématiques ECE 2

CONVERGENCES.
REPONSES

Préliminaires

Exercice 1 (Manipulation de valeurs absolues).

Enlever les valeurs absolues dans les événements suivants, exemple [| X| = 0] = [X = 0]
L [IX] < 3]

X =4

X =1 € 2]
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REPONSE:
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Exercice 2.
Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles et soit r € N*. On suppose que X admet un
moment d’ordre » Montrer 1'inégalité suivante

VaeR.  P(X">a)<



Inégalité de Markov et loi faible des grands nombres

Exercice 3.
On veut répondre a la question « Combien faut il faire de lancers (indépendants) d'une piece

non truquée pour que la fréquence d’apparition de pile ne s’écarte pas de plus de 0,05 de 1/2
avec une probabilité de 99% »?

On note X, la variable aléatoire de Bernouilli liée au n-iéme lancer, et
_Xit e+ Xy

Y, =
n

1. Que représente Y;,?
2. Calculer E(Y,,) et V(Yy,).

3. Ecrire «la fréquence d’apparition de pile ne s’écarte pas de plus de 0,05 de 1/2 avec une
probabilité de 99% »sous la forme

4. En utilisant un théoréme du cours répondre a la question.

REPONSE:

1. Y, estla moyenne empirique des résultats obtenus lors desn premiers lancers. Comme pil
est représentépar 1 et face par 0. X; + Xo + --- + X, est le nombre de piles et Y,, est la
fréquence des piles lors des n premiers lancers.

2. Classique!

1 s : 4
=—) E(Xy) linéarité de I'espérance

==V X1> formule V(aX 4 b) = a*V(X)
1

= > V(X1) indépendance



Attention : rédaction a respecter : Il faut bien distinguer ces deux calculs, le premier ne
fait pas appel a 'indépendance contrairement au second.

3. «la fréquence d’apparition de pile ne s’écarte pas de plus de 0,05 de 1/2 avec une proba-
bilité de 99% » : P ( Y, — ;’ < 0.05) > 0.99

4.
1 1
P Yn—§ <0.05) >0.99 & —P Yn—§ <0.05) < -0.99
1
& 1—P<Yn—2’ <0.05> <1-0.99
< P Y, 1 <0.05] < 1 événement contraire
n 2 ~X . ~X 100
< P(Y, 21 >0.05) < —
o217 ) T 100
Or on sait en utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, que I'on peut utiliser car Y,
admet une variance que
1 V(Yy) 1
Pl]Y,—=|>005] < =
( ' 2‘ ) 0.052 ~ 4n0.052
Il suffit donc de choisir n tel que
1 1
= — < —
4n0.052 100
ce qui est équivalent a
n = 10000
*
Exercice 4.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale réduite centrée. On note ® sa fonction de
répartition.Soit = > 0.

1. Montrer que P(|X| > z) = 2 — 28(x)
2. Alaide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev Montrer que

@ 1
/ e lPAt >V (1 - —
o 212

Exercice 5.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p et ¢ > 0. On pose

g=1-p



1. Montrer que P (‘X — l’ > 6) <

2
2. En déduire que P (X > ) <q
p

Exercice 6.
Soit (X;) une suite de variable aléatoires indépendantes suivant toutes la loi B(p;).

Xy 4 X, .
A Caleuler B(X) et V(X).

1. On pose X,,

N 1
2. Montrer que V(X,,) < -~

3. Ecrire I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev pour X,

4. en déduire
1 &
V. 0 l Pl|X, ——
e > im (’ - Zpk

n—-+oo
k=1

<5>:1

Convergence

Exercice 7.
Soit X,, — P(1/n)

1. Rappeler la loi de X,,.

2. Montrer que X,, converge en loi vers une variable aléatoire quasi-certaine.

Exercice 8.
Soit (X, )nen+ une suite de variable aléatoire réelles suivant toutes une loi uniforme sur ]0; 1] et
indépendantes. On note pour n € N

M, = max(Xy,...Xn)

1. Calculer la fonction de répartition de M,,.
2. Montrer que M,, est une variable a densité et calculer une densité de M,,.
3. OnposeY, =n(l — M,)

(a) Quelles sont les valeurs prises par Y,.

(b) Trouver la fonction de répartition de Y,.

(c) Montrer que Y,, converge en loi vers une variable usuelle

REPONSE:



1. Notons F, la fonction de répartition commune a tous les X;, et G,, la fonction de répartition
de M,,.

Soitz € R

Gn(z)

|
|

(M,

3

x)

<
M Xk < x])

k=1

Il
)U

Il
=

P(Xp<x) indépendance

>
Il

1

3

F(x))"

—

Nous savons que pour x réel

0 siz<O0
F(z) =142 siz € [0; 1]
1 siz>1

donc

0 siz <0
Gu(z) =4 am size [0; 1]

1 siz>1

2. Plutét que d'utiliser la derniére forme de G,, on se rappelle que G,, = F™. comme F est une
fonction de répartition liée a une variable a densité, elle est continue sur R est dérivable
sauf en 0 et1. Par produit G,, vérifient les méme conditions et donc M,, admet un densité
gn telle que

0 siz <0
vz € R\ {0,1} gn(z) = G (z) = nz" ! six e [0; 1]
0 siz>1

3. Onpose Y, =n(l — M,)

(a) Les valeurs prises par M,, sont dans [0; 1] donc celles par 1 — M,, aussi et donc Y,
prend ses valeurs dans [0; n].



(b) On note H,, la fonction de répartition de Y,,

Soit z € [0; n]
H,(z) =P(Y, < 2)
=P(n(l—-M,) <z
=P (1 — M, < %) car n est positif
=pP(1-2<m,)
=1-P (Mn <1- E) événement contraire
n
X
=1-G,(1-=
(1--)

0<z<ne0<1-2<1
n
0 siz <0
Vz eR H,(z) 1—(1—5) siz € [0; n]
n
1 siz>n

(c) Comme les variables sont a densité nous devons étudier la limite de H,,(x), quand n tend vers +co et que
Soit z réel fixé.

+ cas négatif si z < 0, alors

Vn € N* H,(z)=0
donc

lim H,(z)=0

n—-+4oo

« cas positif Soit = positif, il existe un entier ng telque z < ng <ng+1---

Vn>ne  Ha(z)=1- (1—%)”

Or

on obtient



et donc par produit
x
nln (1 — 7) ~  —I

n/ n—+oo
et donc .
lim nln (1 — —) =—z

n—-+4oo n
puis

x

i, o 1)) o
Jm exp (nln - exp(—x)

* remarque Le troisiéme cas est "repoussé a l'infinie "
. . 0 siz <0
pour z réel lim H,(z) = =
n——+oo .
1—e™™® siz>0
On reconnait la fonction de répartition d’'une variable aléatoire suivant la loi £(1)

Y,, converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de
parametre 1

Exercice 9.
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi de Rademacher de parametre p € ]0; 1] si

X(Q)={-1,1} PX=1)=p

On note alors
X — Zad(p)
1. Donner la loi (complete) de X, son espérance et sa variance.

2. Soit (X;);en+ une suite de variable aléatoire suivant toute la loi Rad(p) et indépendantes.
On note pour n € N*
n
Vo =[] X»
k=1

(@) Quel est le support de V,, ? La loi de V,, peut-elle étre calculer simplement?
(b) Calculer E(V,,).
(c) On pose pourn € N
a, =PV, =1)
Donner la loi de V,, en fonction de «,, ainsi que son espérance en fonction de «,.
(d) al'aide des deux questions précédentes calculer «,,. En déduire la loi de V,,

(e) Montrer que (Vn)ne;\[ converge en loi vers une variable aléatoire simple.

1
3. Reprendre 'exercice précédent avec X; — Zad <>
n



Théoréme limite central

Exercice 10.

Chaque année, un professeur effectue, deux fois par jour, 5 jours par semaine et pendant 46
semaines, un trajet en voiture dont la durée est une variable aléatoire X qui suit une loi d’es-
pérance 45 minutes et d’écart-type 10 minutes. On suppose que les durées des trajets sont mu-
tuellement indépendantes.

On veut répondre a la question Quelle est la probabilité pour qu’il passe au moins 350 heures
dans sa voiture au cours de I'année ? Données

21000 — 45 x 460 _
V/46000

1. On note X; la durée en minutes du trajets numéro i. Exprimer la probabilité recherchée a
l'aide des X1, X, ..., X,

2. En se ramenant a une approximation avec la loi normale centrée réduite répondre a la
question posée.

14 ®(1.4) ~ 0.0808

REPONSE:

1. Il'y a, dans une année, 46 x 5 x 2 = 460 trajets, la durée totale passée dans sa voiture
est représenté par la variable aléatoire Sys0 = X1 + Xo + -+~ Xug0 = 3 p0y X; On pose
T = 350heures = 350 x 60minutes, on cherche donc a calculer

P(Sa60 = T)

2. On veut utiliser le théoréme central de la limite, on pose N = 460 et

— Sy XitXat-+ Xy
N N

XN

on a calculs classiques a savoir faire et a justifier rigoureusement

E(Xy)=45 o, =

2=

et on pose donc

. Xny—4
X' = SN VN

SN s

N
= — N
10 VN
Sy —45N
== " /N
10N VN
Sy — 45N

10V N



Donc

P(Sy >T) =P (Sy — 45N > T — 45N)
(SN — 45N _ T—45N>
10VN = 10VN
T — 45N

10V N >

—p(XN*>
etona

T — 45N _ 350 x 60 — 45 x 460 _ 21000 — 45 x 460 _
10VN 10+/460 /46000 '

D’aprés le théoreme central de la limite

P(Sy >T)~1—®(1,4) ~1—0.0808 ~ 2%

Exercice 11.

(X»n)nen+ une suite de variable aléatoire réelles suivant toutes une loi géométrique de méme
parametre p € ]0; 1.

X1+ + X,

O X, =
n pose -

1. Calculer 'espérance y et I'écart type o de X,,.

2. En utilisant le bon théoreme du cours montrer que

_ 1 1
Iim PO X, —u< :—/ exp(—t°/2) dt
Jlim P nso) == | (=)

REPONSE:

1. D’apres le cours

linéarité



et

n
1
= V(X + Xy 4+ Xa) formule V (aY +b) = a®>V(Y)
1 . ye
= 5 (VX)) +V(X2) +--- + V(X0)) indépendance
-7
np?
donc
b VO
pvn

. on va utiliser le théoréme central limite.

Attention : |a notation o n'est pas la méme que celle du polycopié de cours ici o = ox— et
dans le cours le sigma désigne ox, et on sait que

Le théoréme de la limite monotone indique

X, — 1/t t2
lim P “gl :—/ exp —— dt
n—-+o0 o V2 Jo 2

ce qui démontre le résultat voulu.

Approximations a l’aide de la loi normale

Exercice 12 (Approximation d’une loi binomiale par une loi normale :application).
On admet que si n grand (plus grand que 20) et p proche de 0,5, on peut approcher la loi
binomiale B(n, p) par une loi N (np, npq)

1. Pourquoi les coefficients choisis pour la loi normale sont-ils "cohérent"?

2. Soit X1, X5, X3 trois variables indépendantes suivant la loi 3(10;0, 5). On note S = X; +
Xo+ X3

(@) Quel est la loi de S? Donner son espérance m et sa variance o2.

(b) On veut approcher Spar une loi normale , donner les parametres de cette loi.

S—m

(c) On assimile maintenant S a cette loi normale , quelle est la loi suivie par

(d) On admet que ¢ <\/?7)75> ~ 0, 86. Donner une valeur approchée de P(S > 12)

10



REPONSE:

1. Avec ces coefficients les deux lois ont méme espérance et méme variance.

2. (a) Comme les variables aléatoires sont indépendantes, on sait que X; + Xs + X35 —
B(30;0.5) son espérance est donc 30 x 0.5 = 15 et sa variance 7.5.

(b) d’aprés l'indication de I'’énoncé on peut approcher S par la loi N'(30; 7.5)
(c) S suit la loi normale réduite centré (voir les calculs dans le polycopié de cours)
(d)

P(S>12) =P(S —15 > 12 — 15)

_P(S—15 N 12—15)
75 7 V75

P(S;;E);\/%)
e

()

~ 0.86

Exercice 13.
Dans ce qui suit, tous les résultats seront arrondis deux chiffres apres la virgule. On reprendre
le cadre de l'exercice ??

Pour les valeurs approchées de la fonction de répartition on cherchera sur internet « table loi
normale ».

Dans une revue on peut lire : « On estime a 60,5% le pourcentage de Francais partant au
moins une fois en vacances dans le courant de 1’année ». On considére 100 personnes prises
au hasard avec remise dans la population francaise. On désigne par X la variable aléatoire
mesurant, parmi ces 100 personnes, le nombre de celles qui ne partent pas en vacances dans le
courant de ’année.

1. Donner la loi de X, son espérance et sa variance.

2. Calculer une valeur approchée de 1’événement « au moins 45 personnes parmi les 100 ne
partent pas en vacances dans le courant de ’année »

3. Calculer une valeur approchée de I'événement « au plus 30 personnes parmi les 100 ne
partent pas en vacances dans le courant de ’année »

11



REPONSE:

1. On reconnait un modeéle binomial : on compte le nombre de succeés "la personne choi-
sie part en vacances" lors de n = 100 expériences indépendante. Le succés a ici une
probabilité de p = 0.605 = 60.5%

X < B(100,0.605)

2. On a vu que I'on peut approximer X par une loi normale N (np, np(1 — p)) Si on pose
X —np
np(1 — p)

*

on peut assimiler cette variable a une variable aléatoire suivant la loi A/(0, 1)

P(X <55) =P(X —np < 55— np)
=P(X —np < 55 — 60.5)
=P(X —np < —5.5)
_p ( X —np < —5.5 >
Vnp(1—p) ~ V60.5 x 0.395
=P(X* < —1.13)
~ ®(—1.13) approximation par la loi normale
~1—®(1.13) propriété de la fonction de répartition ®
~1-0.87 valeur trouvée sur la table
~ 0.13

3. Calculer une valeur approchée de I'événement « au plus 30 personnes parmi les 100 ne
partent pas en vacances dans le courant de I'année »

*

Exercice 14 (Approximation d'une loi de Poisson par une loi normale).
On admet que si A grand (plus grand que 15) , on peut approcher la loi de Poisson P(X) par une
loi N (A, A).
1. Pourquoi les coefficients choisis pour la loi normale sont-ils "cohérent"?
2. Soit X, X3, X3 trois variables indépendantes suivant la loi P(30). Onnote S = X; + X2+
X3
(a) Quel est la loi de S? Donner son espérance m et sa variance .

m . R .
(b) On veut approcher par une loi normale, donner les parametres de cette loi.

(c) On admet que ® (1/10) = 0,99. Donner une valeur approchée de P(S > 60)

12



Pour aller plus loin

Exercice 15.

On consideére une suite (A,),en~ de variables aléatoires toutes définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P), indépendantes, strictement positives et suivant toute la méme loi expo-
nentielle d’espérance 1. On pose Tj = 0 et pour tout entier naturel non nul

T, = i: Ak‘
k=1

1. Déterminer 'espérance et la variance de T,.
2. Soit ¢ un réel positif ou nul

(a) Justifier que
Vn >t [T, <t C [T, —n|=n—1

(b) En déduire a I'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev la valeur de

lim P(T, < t)

n—-+o0o

(c) Montrer que 1’événement ﬂg‘s [T), < t] est de probabilité nulle.

REPONSE:

1. Attention : la loi exponentielle est donnée a l'aide de son espérance ;. = 1 donc son
s 1 - , , .
paramétre est — = 1. Si 'espérance n’est pas 1, il ne faut pas se tromper!
0

Soit n € N*

> E(Ar) linéarité
k=1
> énoncé
k=1
=n

13



Comme E(0) = 0 cette formule est aussi valide pour Ty

V(T,) =V <Z Ak>
k=1

> V(A indépendance
k=1

n 1 i i
S = énoncé
k=1

=n

Comme V(0) = 0 cette formule est aussi valide pour Ty

‘ Pour n entier naturel E(T,,) = V(T,,) = n‘

2. Soit ¢ un réel positif ou nul

(a) on commence par remarquer que quelgue soit le réel a et la variable aléatoire X

(1X] > a] = [X > aU[X < —d]

donc
(X > a] C[IX]>d]
on a donc
[T, <t]=[-Tpn>—tn—T,>n—t|C[T,—t=2n—t] C[|Th—n|=>n—t
donc

(vn>t  [T,<fC[T,—n>n-1]

(b) Soit n > ¢. Comme T,, admet un moment d’ordre 2 on peut appliquer l'inégalité de
Bienaymé-Tchebichev avec e =n — ¢

V(X
P(|T, — E(T,)|>n—1t) < 5_2 )
donc en utilisant la premiére question
n
P(T,—nl>n—1t) < e

et en utilisant la question précédente et la croissance d’une probabilité

0< P(T, >t) < P(|Tp —n|=n—t)<

(n— 1)

et en utilisant le théoréme des gendarmes

lim P(T, < t)

n—-+oo

14



(c) Les A; sont a valeurs positives donc

n n+1
Tn :ZAk < ZAk :Tn+1
k=1 k=1
doncsiT,+1 <talors T, <t
[Thi1 <t] C[Tn <t

la suite d’événements ([T,, < t])n € N est donc décroissante au sens de C et on peut
donc appliquer le théoréme de la limite monotone (cours proba ECE1)

P (ﬁom < t]) = lim P(T, <t)

n—-+oo
k=0

+oo
P(ﬂ[Tn<t]> =0

k=0

Exercice 16.
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires toutes indépendantes et qui suivent P(1)

1. On pose S,, = >_;_, X}, rappeler la loi de S,,.Donner E(S,,) et V(S,,).
2. Montrer que

REPONSE:

1. les variables aléatoires étant indépendantes et en utilisant le résultat sur la stabilité des
lois de Poisson ,

[Su = Pn)  B(S,) =V(S,) =n]|

15



2. Ce n’est pas une application du théoreme de Markov ou de Bienaymée-Tchebichev

P(S, — E(S,) <0)=P(S,—n<0) premiére question
= P(S, <n)

=P (U Sn = k:) décomposition en événements simples

k=0
=JP(Sn=k) union disjointe
k=0
= Z:e*”F car S, <= P(n)
k=0 '

3. On pose

—. E(X,) — 1
g
Alors
n E n
P(S,—E(S,) <0)=P <S' - (5n) O>
_p (Sn — E(Sp) 0)
n
=P(X,-1<0)
=P (Xi,L —n < O)
X, —
:P( 2 Mgo) caroc >0
ag
—p (Xn* < 0)
En utilisant le théoréme centrale limite (a = —oo, b = 0)
——x 1
1 < = = —
Jim P (Xn < o) (0) = 3

et donc en utilisant la premiére question

. " e "pk 1
nﬂrfoo];] B2

16



Exercice 17.
Soit X une variable dont la fonction de répartition est notée F' et une densité f. Pour n € N, on
note X,, = X en

1. Calculer la fonction de répartition de X,, en fonction de F'.

2. Montrer que X,, admet une densité et la calculer en fonction de F’

3. Montrer que (X,,) converge en loi vers X

Exercice 18.
On dit qu'une variable aléatoire Y suit une loi de Gumbel si elle admet pour densité f(z) =

—x
e
e €,

1. Vérifier que f est une densité, et calculer la fonction de répartition de Y.

2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de
loi exponentielle de parametre 1. On pose M,, = max(Xy,..., X,). Démontrer que la suite
(M,, —Inn) converge en loi vers Y suivant une loi de Gumbel.

3. Fcrire un script Scilab permettant d’illustrer ce résultat!,

Exercice 19.
Pour tout entier naturel n non nul, on considere la fonction f,, définie par

nzexp (—n**’/2) siz >0

fu(x) =

0 sinon

1. Montrer que f, est la densité d'une variable aléatoire dont on calculera la fonction de
répartition.

2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires telle que, pour tout entier n > 1, X,, admet
pour densité f,,. Démontrer que la suite (X,,) converge en loi vers une variable aléatoire
X que l’on précisera.

Exercice 20.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi ¢([a; b]). On note m son espérance et o son écart
type.

1. Calculer P(X € [m —o; m + o))

2. Calculer P(|X — m| < o)

3. Calculer P(|X —m| > o)
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