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Lycée Internationale de Valbonne 2020-2021
T.D. de Mathématiques ECE 2
CONVERGENCES.
Préliminaires

Exercice 1 (Manipulation de valeurs absolues).
Enlever les valeurs absolues dans les événements suivants, exemple [|X| = 0] =
(X =0

L
2. |
3.
4
5.

Exercice 2.
Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles et soit 7 € N*. On suppose que X
admet un moment d’ordre r» Montrer 'inégalité suivante

E(X]7)

vaeR,  P(X]">a)< o

Inégalité de Markov et loi faible des grands nombres

Exercice 3.
On veut répondre a la question « Combien faut il faire de lancers (indépendants)
d’une piece non truquée pour que la fréquence d’apparition de pile ne s’écarte
pas de plus de 0,05 de !/2 avec une probabilité de 99% »?

On note X, la variable aléatoire de Bernouilli liée au n-iéme lancer, et

X+ X,

n

Yo,

1. Que représente Y,,?
2. Calculer E(Y,,) et V(Y,,).

3. Ecrire « pour que la fréquence d’apparition de pile ne s’écarte pas de plus
de 0,05 de 1/2 avec une probabilité de 99% »sous la forme

4. En utilisant un théoréme du cours répondre a la question.

Exercice 4.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale réduite centrée. On note ® sa
fonction de répartition.Soit 2 > 0.

1. Montrer que P(|X| > z) = 2 — 20(z)
2. Alaide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev Montrer que

T \ 1
/ e dt > Vor (1 - 2)
o 2z

Exercice 5.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p et € > 0.
Onposeqg=1—p
1 q
1. Montrer que P (‘X — ;‘ > 5) < ]92—62

2
2. En déduire que P (X > > <gq
p

Exercice 6.
Soit (X;) une suite de variable aléatoires indépendantes suivant toutes la loi

B(p;).

1. On pose X,, =

X, +---X,
A Caleuler B(X) et VI(X).
n

— 1
2. Montrer que V(X,,) < -~

3. Ecrire I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev pour X,

<5>:1

4. en déduire

. — I
¥e>0 lim P (‘Xn - Ekz_lpk



Convergence

Exercice 7.
Soit X, — P(l/n)
1. Rappeler la loi de X,.
2. Montrer que X,, converge en loi vers une variable aléatoire quasi-certaine.

Exercice 8.
Soit (X,,)nen+ une suite de variable aléatoire réelles suivant toutes une loi uni-
forme sur ]0; 1[ et indépendantes. On note pour n € N

M,, = max(Xy,...Xn)

1. Calculer la fonction de répartition de M,,.
2. Montrer que M,, est une variable a densité et calculer une densité de M,,.
3. OnposeY, =n(l — M,)

(a) Quelles sont les valeurs prises par Y,.

(b) Trouver la fonction de répartition de Y,.

(c) Montrer que Y,, converge en loi vers une variable usuelle

Exercice 9.
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi de Rademacher de parametre p €
10; 1] si

X)) ={-1,1} PX=1)=p

On note alors
X <= Zad(p)

1. Donner la loi (complete) de X, son espérance et sa variance.

2. Soit (X;);en+ une suite de variable aléatoire suivant toute la loi Rad(p) et
indépendantes. On note pour n € N*

k=1

(a) Quel est le support de V;,? La loi de V,, peut-elle étre calculer simple-
ment?
(b) Calculer E(V,,).
(c) On pose pourn € N
an, =PV, =1)

Donner la loi de V;, en fonction de «,, ainsi que son espérance en fonc-
tion de «,.

(d) alaide des deux questions précédentes calculer a,. En déduire la loi
deV,

(e) Montrer que (V,)ney, converge en loi vers une variable aléatoire simple.

1
3. Reprendre I'exercice précédent avec X; — Zad (n) .

Théoréme limite central

Exercice 10.

Chaque année, un professeur effectue, deux fois par jour, 5 jours par semaine et
pendant 46 semaines, un trajet en voiture dont la durée est une variable aléatoire
X qui suit une loi d’espérance 45 minutes et d’écart-type 10 minutes. On suppose
que les durées des trajets sont mutuellement indépendantes.

On veut répondre a la question Quelle est la probabilité pour qu’il passe au
moins 350 heures dans sa voiture au cours de I'année ? Données

21000 — 45 x 460 _
V/46000

1. Onnote X; la durée en minutes du trajets numéro ¢. Exprimer la probabilité
recherchée a I'aide des X, X», ..., X,

2. En se ramenant a une approximation avec la loi normale centrée réduite
répondre a la question posée.

1.4 ®(1.4) ~ 0.0808

Exercice 11.
(Xn)nen- une suite de variable aléatoire réelles suivant toutes une loi géomé-
trique de méme parametre p € ]0; 1[.
Xl 4+ 4+ Xn
- .
1. Calculer I'espérance p et I'écart type o de X,,.

On pose X,, =

2. En utilisant le bon théoréme du cours montrer que

I ‘
lim PO X, —pu<o)=—— [ exp(—t'/2)dt
\/27r/0

n—+oo

Approximations a l’aide de la loi normale

Exercice 12 (Approximation d’une loi binomiale par une loi normale :applica-
tion).

On admet que si n grand (plus grand que 20) et p proche de 0, 5, on peut appro-
cher la loi binomiale B(n, p) par une loi N (np, npq)



1. Pourquoi les coefficients choisis pour la loi normale sont-ils "cohérent"?
2. Soit Xy, Xo, X3 trois variables indépendantes suivant la loi 5(10;0,5). On
note S = X7 + Xo + X3
(@) Quel est la loi de S? Donner son espérance m et sa variance o2.
(b) On veut approcher Spar une loi normale , donner les parametres de
cette loi.

(c) On assimile maintenant S a cette loi normale , quelle est la loi suivie
S—m
par .

g

3
d) On admet que ® | —— | ~ 0, 86. Donner une valeur approchée de
(d) q ( T.5> pp
P(S > 12)

Exercice 13.
Dans ce qui suit, tous les résultats seront arrondis deux chiffres apres la virgule.
On reprendre le cadre de 'exercice 12

Pour les valeurs approchées de la fonction de répartition on cherchera sur in-
ternet « table loi normale ».

Dans une revue on peut lire : « On estime a 60,5% le pourcentage de Frangais
partant au moins une fois en vacances dans le courant de ’année ». On considére
100 personnes prises au hasard avec remise dans la population francaise. On dé-
signe par X la variable aléatoire mesurant, parmi ces 100 personnes, le nombre
de celles qui ne partent pas en vacances dans le courant de I’année.

1. Donner la loi de X, son espérance et sa variance.

2. Calculer une valeur approchée de I'événement « au moins 45 personnes
parmi les 100 ne partent pas en vacances dans le courant de I'année »

3. Calculer une valeur approchée de I’événement « au plus 30 personnes parmi
les 100 ne partent pas en vacances dans le courant de 'année »

Exercice 14 (Approximation d'une loi de Poisson par une loi normale).
On admet que si A grand (plus grand que 15) , on peut approcher la loi de Poisson
P(A) par une loi N'(\, \).
1. Pourquoi les coefficients choisis pour la loi normale sont-ils "cohérent"?
2. Soit X1, X5, X3 trois variables indépendantes suivant la loi P(30). On note
S == X 1 + X 2 -|— X 3
(a) Quel est la loi de S? Donner son espérance m et sa variance .

m . N
(b) On veut approcher par une loi normale, donner les parametres

de cette loi.

(c) Onadmet que ® (\/IO) ~ 0, 99. Donner une valeur approchée de P(S >
60)

Pour aller plus loin

Exercice 15.
On considere une suite (A, ),en+ de variables aléatoires toutes définies sur un
méme espace probabilisé (2, A, P), indépendantes, strictement positives et sui-
vant toute la méme loi exponentielle d’espérance 1. On pose T = 0 et pour tout
entier naturel non nul .
T, = Z Ay,
k=1

1. Déterminer I'espérance et la variance de T,,.
2. Soit t un réel positif ou nul

(a) Justifier que
Vn >t [T, <t] C [T, —n|>=n—1
(b) En déduire a l'aide de 'inégalité de Bienaymé-TIchebichev la valeur de

lim P(T, <t)

n—-+oo

(c) Montrer que I'événement N/ >3[T), < t] est de probabilité nulle.

Exercice 16.
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires toutes indépendantes et qui suivent

P(1)
1. On pose S, = 2221 X, rappeler la loi de S,,.Donner E(S,,) et V(S,,).
2. Montrer que

efnnk

P(Sn — B(S,) <0) = > —

k=0

3. En utilisant le théoréme centrale limite montrer que

n o —nk
. e "n 1
] kz_o )




Exercice 17.
Soit X une variable dont la fonction de répartition est notée F' et une densité f.
Pour n € N, on note X,, = Xew

1. Calculer la fonction de répartition de X,, en fonction de F.
2. Montrer que X,, admet une densité et la calculer en fonction de F

3. Montrer que (X,,) converge en loi vers X

Exercice 18.
On dit qu’une variable aléatoire Y suit une loi de Gumbel si elle admet pour

x

densité f(z) =e ¢ ",
1. Vérifier que f est une densité, et calculer la fonction de répartition de Y.

2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement

distribuées de loi exponentielle de parametre 1. On pose M,, = max(X7, ..., X,).
Démontrer que la suite (M,, — Inn) converge en loi vers Y suivant une loi
de Gumbel.

3. Ecrire un script Scilab permettant dillustrer ce résultat!,

Exercice 19.
Pour tout entier naturel n non nul, on considere la fonction f,, définie par

n’x exp (7”21‘2/2) siz >0

fn(x) =

0 sinon

1. Montrer que f,, est la densité d’une variable aléatoire dont on calculera la
fonction de répartition.

2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires telle que, pour tout entier n > 1,
X, admet pour densité f,,. Démontrer que la suite (X,,) converge en loi
vers une variable aléatoire X que 'on précisera.

Exercice 20.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi ¢/ ([a; b]). On note m son espérance et
o son écart type.

1. Calculer P(X € [m — o; m + o))
2. Calculer P(|X — m| < o)
3. Calculer P(|X — m| > o)



