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EXTREMA DES FONCTIONS DE DEUX
VARIABLES.

Préliminaires

Exercice 1.

Dessiner les ensembles suivants. Lorsque la frontiere n’appartient
pas a I’ensemble la dessiner en pointillés. Deviner si c’est un ouvert,
un fermé ou aucun des deux.

1. & = {(z,y) eR*/z >0}
ary)ERZ/T<y}

z,y) €R?/z >0,y > 0}

z,y) € R?Jy > a?}

z,y) € R? /2 +y? < 4}

z,y) ER?/(z— 1)+ (y+1)* <1}
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Exercice 2 (DL et points critiques).

Soit f une fonction de deux variables de classe C? au voisinage de
(0,90). On suppose que (xo, Yo) est un point critique pour f et que
la matrice hessienne de f en (zg, yo) est

Vz(f)(l‘o,yo) =

avec A et u deux réels.

1. Ecrire le DL a l'ordre deux de f au voisinage de (zg ,yo) en
fonction de p et .

2. On suppose que I'on peut assimiler f a son DL sans le terme en
e(h, k), et que X et pu sont positifs. Que se passe-t'il ?

3. FEtudier les deux autres cas vus en cours.

Etude de points critiques

Exercice 3.
Trouver les points critiques des fonctions suivantes et étudier leur
nature.

fle,y) =2 +2(y — 1)
2. f(x,y)=2 —2zy 4 y?
3. flz,y) = (fC +y ) ey
4. f(x,y) = -y
Probléemes
Exercice 4.

Soit
f: 0,1 = R
() vy

(14 22)(1+y?)

1. On pose K = [0; 1]>. On admet que K est fermé, montrez qu'il
est borné.

2. En déduire que f atteint un minimum et un maximum global
sur K.

3. On note © = 0; 1[° I'intérieur de K et on admet que O est
ouvert. Trouver le seul point critique de f a l'intérieur de O et
montrez que c’est un maximum local.

Montrer que la valeur de ce maximum local est 3*[

4. On pose pour t € [0; 1]

o(t) = f(t,0)
(a) Montrer que pour tout ¢t € [0; 1] f(¢,0) = ¢(t)
(b) Calculer ¢(t) pour t € [0; 1].
)
)

Montrer que tout ¢ € [0; 1] ona ¢(t) < 3.

(c
(d) Endéduire que le maximum global dont on a prouvé 1’exis-
tence a la question 2, ne peut pas étre sur le bord a gauche

ou en bas du carré K.



5. On pose pour t € [0; 1], ¥(t) = f(1,¢t)
(a) Etudier les variations de 1 et en déduire que son maxi-
mum est %.

(b) En déduire que f ne peut pas atteindre son maximum ni
sur le bord droit, ni sur le bord haut de K.

6. Ou se trouve le maximum de f?

Exercice 5 (EDHEC 2006).
Soit f la fonction définie pour tout couple (z,y) de R? par :

fla,y) =202 + 29 + 22y —x —y
1. (a) Donner les commandes SCILAB permettant de tracer la
nappe représentative de cette fonction.
(b) Calculer les dérivées partielles premiéres de f.
11
(c) Endéduire que le seul point critique de f est A = (6’ 6) .
2. (a) Calculer les dérivées partielles secondes de f.

(b) Montrer que f présente un minimum local en A et donner
la valeur m de ce minimum.
3. (a) Développer 2(z + g 1)2 + 3 (y — 1>2.
2 4 2 6
(b) En déduire que m est le minimum global de f sur R%.
4. On considere la fonction g définie pour tout couple (z,y) de R?

par:
g(z,y) = 2e** + 2% + 2e" TV — " — e¥

(a) Utiliser la question 3) pour établir que: V(z,y) € R?, g(x,y) >
1

-z
(b) En déduire que g posséde un minimum global sur R? et
préciser en quel point ce minimum est atteint.

Exercice 6 (EDHEC 2005).

Soit f la fonction définie sur R? par:V (z,y) € R?, f(z,y) ==z er(v’+1)

1. Comment faire tracer la surface représentative de cette fonction
par SCILAB?

. Justifier que f est de classe C? sur R%.

W N

(a) Déterminer les dérivées partielles premieres de f

(b) En déduire que le seul point en lequel f est susceptible de
présenter un extremum local est A = (—1,0).

4. (a) Déterminer les dérivées partielles secondes de f.

(b) Montrer qu’effectivement, f présente un extremum local
en A. En préciser la nature et la valeur.

5. (a) Montrer que: V (z,y) € R?, f(z,y) > ze”.

(b) En étudiant la fonction g définie sur R par g (z) = ze”,
conclure que l'extremum trouvé a la question 2b) est un
extremum global de f sur R%.

Exercice 7 (ECRICOM 2009 (adapté)).
On considére I'application ¢ définie sur R* par :

@(m)len(g) +%

ainsi que la fonction numérique f des variables réelles = et y définie

par:
¥ (z,y) €]0; +00[ x J0; +oo[,  f(z,y) =" In (ay)

On admet que I'ensemble de définition de f est un ouvert de R%.

Etude des zéros de ¢.

1. Déterminer la limite de ¢ () lorsque « tend vers 0 par valeurs
positives. Interpréter graphiquement cette limite.

2. Déterminer la limite de ¢ () lorsque x tend vers +o0, ainsi que
la limite de plz) lorsque x tend vers +oco. Interpréter graphi-
quement cette gi;imite.

3. Justifier la dérivabilité de ¢ sur RY , déterminer sa dérivée.

4. Dresser le tableau de variation de ¢, faire apparaitre les limites
de p en 0T et +oo.



5.

6.

On rappelle que In (2) ~ 0, 7. Montrer l'existence de deux réels
positifs a et 3 tels que :

pla)=¢(B)=0

Proposer un programme en SCILAB permettant d’encadrer «
dans un intervalle d’amplitude 10~2. On utilisera le procédé de
dichotomie.

Extrema de f sur |0; +o00[ x |0; +00]

1.

2.
3.

Donner les commandes SCILAB permettant de tracer la surface
représentative de la fonction f

Justifier que f est de classe C? sur ]0; +oo[ x ]0; +o0f .
Calculer les dérivées partielles premieres et prouver que pour
x, et y strictement positifs

Ouf (w,y) = f(z,y) + ;e

Oof (x,y) = 4f (2,y) + e+
Montrer que les points de coordonnées respectives (a, %) et
<6, i) sont des points critiques de f sur |0; +oo[ x ]0; 4+o00].

Calculer les dérivées partielles secondes sur ]0; +oo[ % ]0; +00]
et établir que :

a%f (Oé, %) — aagleZ()c
03 (o, 7 ) = 1625te%
9, f (047 %) = Ze%

La fonction f présente-t-elle un extremum local sur ]0; +oo[ X

. . ! .
]0; +o0[ au point de coordonnées (a, Z) ? Si oui, en donner sa
nature (maximum on minimum)
De méme, f présente-t-elle un extremum local sur ]0; 00| x

]0; +o00[ au point de coordonnées (ﬂ, i) ?



