ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques DS n°1 - 27 septembre 2025
Corrigé Total sur 74 points - dont rédaction/présentation/clarté : 3 points

Dans tout le sujet, concernant les codes Python, on supposera les importations suivantes faites :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy.random as rd

Exercice 1 - échauffement 2 points
Soit ug = (1,1,0),us = (1,2,1), et uz = (2,3,2)
Montrer que la famille (u1,us, u3) est une base de R?

Comme (u1,ug,us) est une famille & trois éléments et que R3 est un espace vectoriel de dimension 3, il suffit de
montrer que (u1,uz, us) est une famille libre.

Soit A1, Ao, A3 € R tel que Ajuq + Agug + Agug =0

alors A1(1,1,0) + X2(1,2,1) + A3(2,3,2) = (0,0,0) donc

AM+X+2\3 = 0 AM+X+2\3 = 0 AM+X+2\3 = 0
AM+2X0+323 = 0 < M+A3 = 0 Lo+ Ly—L7 <= XA+A3 = 0
Ao +2x3 = 0 Ao +2\3 = 0 A3 = 0 Lg<+ L3— Lo

finalement, par substitution, A\; = Ao = A3 = 0 donc (uq,usz,us) est une famille libre

et Card(u, ug, u3) = dimR3 donc | (u1,u2,u3) est une base de R3

variante : on peut aussi dés le début faire Ly — L3 et on trouve d’emblée A\; = 0 (puis on poursuit la résolution).

Exercice 2
Pour z € Ry, on pose f(x) =In(1 + )
Par ailleurs, on pose ag =1 et pour n € N, a,4+1 =In (1 + a,)
1. Montrer que f est de classe €', croissante et vérifie : Vo € RY 0< f(z)<=z 2 points

f est de classe €' sur R, par composition de fonctions €' (In et polynome).
u'(x) 1
uw(x) 14z

de plus, f = In(u) avec u(z) = 1+ z, donc Yz > 0, f'(z) = > 0 (car z > 0 donc f est

croissante
par ailleurs, pour Yz > 0,2 + 1 > 1 donc In(1 + x) > 0 par croissance stricte du logarithme
Option A pour f(x) < z : posons g(z) =z — f(x) pour > 0

1 T
l+z 1+x

pour z > 0,¢' () =1— f'(z) =1— > 0 donc g est strictement croissante sur R

on a nécessairement : Vo > 0, g(z) > ¢(0), et comme ¢(0) =0,| Yo >0,z > In(1 + )

Option B (mais inachevée a cause de 'inégalité stricte) : In est une fonction concave, elle est donc « en-dessous
de chacune de ces tangentes » en particulier celle au point d’abscisse 1 qui a pour équation :

1
y=1In'(1)(x — 1) +In(1) = I(Cﬂ—l) +0=2-1
ie.Vr>0,In(z) <14+zetdoncenposant u=z—1<z=1+u,Vu>—-1,In(1+u) <u
reste le probléme de 'inégalité stricte et on pourrait évoquer le fait qu’il n’y a égalité que pourx =1 < u =10
(au point de tangence), mais nous ne disposons pas d’une telle propriété.

2. a. En déduire que la suite (ay)nen est bien définie, strictement décroissante et strictement positive. 3
points

Nous ne pouvons pas nous dispenser de récurrence (immédiate ici) pour la bonne définition et de fait
nous sommes obligés d’inclure la positivité pour I’hérédité,
pour n € N, on pose P(n) : « a, est bien défini et a,, > 0 »



Initialisation : P(0) est vraie car ag est bien défini et ag > 0 par définition (ap = 1)

Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie

alors par hypothése a,, > 0 donc a,+1 = f(ay) est bien défini et d’apres la question précédente f(ay,) > 0
i.e. ap+1 > 0 donc P(n + 1) est vraie

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie

on aurait pu inclure la décroissance dans la récurrence, on le fait en dehors ici :
d’apres la question précédente, Vo > 0, f(z) < z et d’aprés ce que nous venons de montrer Vn € N, a,, > 0
doncVn € N, f(a,) < api.e. any1 < ap donc (an), oy est strictement décroissante (et strictement positive).

b. Quelle est la limite ¢ de la suite (ap)nen? 1,5 points

D’aprés les résultats précédents, (an), oy est décroissante et minorée par 0, donc d’aprés le théoreme
de la limite monotone, elle est convergente vers un réel £ et de plus £ > 0 par passage a la limite dans
I'inégalité a, > 0

donc, f étant €' donc a fortiori continue, d’apres le théoréme du point fixe f(¢) = £ enfin, en reprenant
les notations de la question précédente, on obtient g(¢) = ¢ — In(1 4+ ¢) = 0 ce qui n’est possible que

pour ¢ =0 (car g(z) > 0 pour z > 0) : dou| lim a, =0

n——+00
3. a. Déterminer un équivalent de  — In(1 4 z) pour x au voisinage de 0 1 point
2
D’aprés les développements limités usuels, In(1+z) = = — r +0 (wz)
z—0 2
a? 2 " 2 2 a?
donc z — In(1 + x) oo + 0 (2%) (par définition o (2%) = —o (27)), donc | 2 —In(1 + ) Katiey
b. Déterminer un équivalent de zIn(1 4 z) pour x au voisinage de 0 0,5 point
De méme, on déduit, In(1 +z) ~ z donc par produit d’équivalents | zln(1 +z) ~ z?
z—0 z—0
En dédui o i 1 L 1,5 point
c. En eu1reque.zgé1+ln(1+x)—$—2 ,5 points
1 1 —In(1
Ve > 0, ———— — — = z—In(l+2) donc d’apreés les deux résultats précédents, par quotient
In(l4+2z) = xIn(1l+ z)
2
1 1 = 1 1 1 1
d’équivalents : ——— — = ~ 2 == donc| lim — — = ==
In(l4+z) xa2-022 2 a0t In(l4+2) =« 2

car si une des deux fonctions équivalentes admet une limite finie au point considéré, ’autre admet la
méme limite (et 'équivalent, i.e. la limite, étant valable en 0, cela l'est a fortiori en 07).

1 1
4. On pose, pour n € N, b, = - —
Gp4-1 G

a. Quelle est la limite de b, quand n tend vers +o00? 1,5 points

1 1
Par déﬁnition, Vn € N, Ap41 = ln(l + an) donc bn = m — a

1 1 1
or d'aprés 3.c. lim ————— — — = — et d’aprés 2.b. a, — 0" (on peut dire 0" car Vn € N, a,, > 0)
a—ot In(14+2) = 2
" 1 1. 1
donc par composition ——— — — — —ie.| b, > =
In(l+a,) a, 2 2
n—1
b. On admet le résultat suivant : si (vy), oy est une suite convergente vers £, alors ngrfoo - Z v =4
n—1 Bl
Calculer Z b et en déduire que : lim na, =2 2,5 points
P n——+00



n—1 n—1
1 1 1 1 1/1 1 1
Par télescopage E bp = — — — = — — 1 dont on déduit : — E b, = — ——1) = — — —
an Gy Gy n n \ ap na, N
k=0 k=1
n—1 1
alors, d’apres le résultat admis dans I’énoncé (car b, — { = =), — E by — =
k=1
NETPUNR TR 1 1 1 " . . 1
donc d’apres I'égalité lim —— — — = — et donc par addition de limites lim — — — 4+ —=-40
n—+oona, N 2 n—+toona, n N 2
1 1
i.e. — — — donc par inverse de limite (non nulle) :| lim na, =2
Ny, 2 n—+o0

. En déduire un équivalent simple de a,, quand n tend vers +oc et déterminer la nature de la série Z an

n=0
Par définition des équivalents, on en déduit na,, ~ 2 2 points
n——+00
. . nay, 2. 2
donc par quotient d’équivalents — ~ —ie.| a, ~ —
n n—+ocon n—+oo n

. . 1 :

or E a, est une série a termes positifs de méme que E — et d’aprés les résultats sur les séries de
n
n=>1 n=1
. L T, . . . . 2 ..
Riemann (o =1 < 1) la série g — (série harmonique) diverge donc par opération g — diverge
n n
n=1 n=>1

donc par théoréeme de comparaison sur les séries & termes positifs E an et donc g a, divergent
n>1 n=0

(vers +00)



Exercice 3

On rappelle que e ~ 2,7 et e? ~ 7,4 2 107! pres.

Pour z € Ry, on pose f(x) = ze vV

1. Montrer que f est continue sur R et de classe €' sur R% 0,5 point
&+ \/z est continue sur R, et de classe €' sur R, de méme pour f par produit et composition de fonctions
continues (respectivement ¢*).

2. Montrer que f est dérivable en 0 1,5 points

— f(0
Par définition de f, f(@ ) g( ) = /(@) =V
— x
— f(0
or lim v/ = 0 donc par continuité de z — €%, lim e VP =0 =1ie. lim M =1
z—0 z—0 x—0 xr—0
donc | f est dérivable en 0 | (et f/(0) = 1).

3. Déterminer la limite de f(x) quand z tend vers +oo 1,5 points
Il ne s’agit pas rigoureusement d’un résultat de croissances comparées, mais on s’y raméne par composition
(avec u = v/x) : lim u?e =0 par croissances comparées et lim +/z = +oo

u—+00 T—r+00
" . 2z _ . VT _ . . .
donc par composition lim (\/5) e =0ie lim ze =0soit| lim f(z)=0
T—r+00 T—+00 T—r+00
4. Calculer f'(z) pour z > 0 et en déduire les variations de f 2 points
T
Vo > 0, f(z) = 2e"® donc f/(z) = e*@ 4+ 20/ (2)e"® = (1 - —=)e V= (1— Ve e VT
2\/_ 2
1
car u(x) = —/x et donc v/ (v) = ———
(e) = V7 @)=-57=
on en déduit (care*ﬁ>0),pourm€R+:f’(x)>O<:)1 \é_>0<:)1> \é_@\/—<2<:)x<4(par
croissance des fonctions carré et racine sur Ry ), donc f est croissante sur |0;4] (et méme [0;4] car f/(0) =1
d’aprés 2.) et décroissante sur [4, +oo[ (et méme strictement & chaque fois)
1

5. Justifier que f admet un maximum m vérifiant 3 <m<1 1 point
D’apres I'étude des variations ci-dessus, f étant croissante sur [0;4] et décroissante sur [4, 400, f admet un
maximum en 4 qui vaut m = f(4) = 4e~2 et comme, d’aprés Pénoncé, 4 < €2 < 8, on a (fonction inverse

trict t décroissant 10, +o0[), = > >1td 1>4>1' 1< <1
strictement décroissante sur o), — > — > — et donc —>—ie| = <m
’ 47 27 8 e2 " 2 2

6. Montrer que f est €' sur R 1 point

Nous avons déja montré que f est dérivable en 0 et € sur ]0, +-00], reste donc & montrer que f’ est continue

T
en 0, or d’apres 4., Vo > 0, f'(z) = <1 - %) e~V
0
donc par opérations sur les limites, lir% fl(z)= (1 — 5) e’ =1 = f'(0) d’apreés la valeur trouvée en 2.
T—

donc| f est €' sur Ry |(car €' sur R’ , dérivable en 0 et f’ continue en 0)

7. Etudier la convexité et les éventuels points d’inflexion de f 2,5 points

N7

En posant pour z > 0,v(z) = < - 7) alors Vz > 0, f'(x ) v(z)e™™ avec les notations précédentes

Je
donc Vz > 0, f"(z) = v'(2)e"® + v(z)u/ (z)e"®) = [ (1 > (_ﬁﬂ i
(st ) () ()

4




10.

11.

. Tracer 'allure de €%, la courbe repré- Y

3 3
donec f"(r) >0 1-—=2>20&1>—= & (car V2 >0) r >3 x> 9 (par croissance des fonctions

Vv Vv
carré et racine sur R;) de méme f”(z) < 0 & 2 < 9 donc f est concave sur ]0;9] (méme [0;9] en fait),
convexe sur [9, +o0o[ et admet un point d’inflexion en z = 9 ot f” s’annule en changeant de signe.

sentative de f, sur I'intervalle [0; 10] 1.0

On utilise les informations disponibles :
f(0), le maximum pour xz = 4 (proche /

1
de 5), 1/(0) = 1 qui donne le coefficient 0.5

directeur de la tangente en 0, les varia- / / ?
tions de f, la limite en +oo et I’étude de / !
convexité méme si pour la partie x > 5

la courbe est quasiment confondue avec 0
une droite. 1,5 points

o
—
[\
w
S
[
(=2}
N
oo

9 10 =
Soit n un entier, n > 2 2.5 points
1
Montrer que I’équation f(z) = — admet exactement deux solutions a,, et b, telles que a,, <4 < b,
n
Sur [0;4] : f est strictement croissante et continue donc, d’aprés le théoréme de la bijection, f induit une
bijection de [0;4] sur f([0;4]) = [0, m]

1 1
de plus, pour n > 2, — < 5 donc — € [0,m[ (car m > 5), donc — admet un unique antécédent par f sur
n n n

1
[0;4] i.e. 'équation f(z) = — admet une unique solution a,, sur [0,4] et méme [0,4[ car f(4) =m # —
n
Sur [4, +oo[ : f est strictement décroissante et continue donc induit une bijection de [4, +-o00[ sur f([4, +oo[) =

1 1
10, m] et de méme pour n > 2, — €]0,m|, donc I’équation f(x) = — admet une unique solution b,, sur [4, +oo[
n n

1
et méme |4, +o0[, finalement | a,, et b, sont les deux solutions de f(z) = — et a, <4 < b,
n

a. Comparer f (ap) et f(ans1) pour n > 2. En déduire que (an), -, est strictement décroissante. 1,5 pts
1

o et f(ant1) = %_Ha donc f(an) > f(an+1)
en notant ¢ la fonction définie sur [0;4] par g(z) = f(x), on a alors g (a,) > g (ap+1) et comme vu plus
haut, g est bijective et croissante, donc ¢~!, sa réciproque est également croissante
donc g1 (g(an)) > g7 (g(ans1)) i-e. an > any1 car Vo, gt (g(x))

Pour n > 2, par définition, f (a,) =

i.e.| (an),sy est strictement décroissante.

b. Montrer de méme que (by),,~, est strictement croissante. 1 point

de méme, par définition de (bp),,~9, f (bnt1) < f(bn) et en utilisant h(z) = f(z) sur [4, +-ocf, bijection
strictement décroissante, de méme que sa réciproque, on trouve b,41 > by,

i.e.| (bn),so est strictement croissante.

Limite de (by),,>o 3 points
On suppose dans un premier temps que b, admet une limite finie £ quand n tend vers 400

En revenant a la définition de b, montrer que nécessairement f(¢) =0

Conclure sur la limite de b, quand n tend vers oo

Supposons b, — ¢, alors puisque Vn > 2,b,, > 4, par passage a la limite dans I'inégalité ¢ € [4, 400

de plus f (b,) — f(¢) par continuité de f

par ailleurs, comme f (b,) = — et — — 0, par unicité de la limite, on aurait f(¢) = 0 ce qui n’est pas possible
n n

car f(z) > 0 pour x >0

donc notre hypothése de départ est fausse, i.e. (bn)n>2 ne converge pas, donc elle ne peut pas étre majorée
sinon, étant croissante, elle convergerait d’aprés le théoréme de la limite monotone



12.

(bn) =g diverge vers +o0

obtient f(¢') =0 ce qui imlique ¢/ = 0 comme vu plus haut, et donc

Montrer que lim a, =0
—+00

n

finalement (bn)@2 est croissante et non majorée donc d’aprés le théoréme de la limite monotone,

2 points

(@n),o est décroissante et minorée (par 0) donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, (ay,),,~, converge
vers une limite £ et (ay),,-, étant une suite positive, £' > 0

1
puis de la méme maniére que le raisonnement pour (by,), -, (mais pas par I'absurde cette fois) f (an) = — et
z n

1
d'une part f (a,) — f(¢) par continuité de f sur R, , d’autre part — — 0, donc par unicité de la limite, on

n—+00

lim a, =0

13. Avec Python

a. Définir la fonction f et la représenter sur l'intervalle [0; 10]

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def f(x):
return x*np.exp(-np.sqrt(x))
x=np.linspace (0,10,100)
y=1f (x)
plt.plot(x,y)
plt.show ()

. Recopier et compléter le programme Python suivant permettant de cal-

culer une valeur approchée de a,, & 1073 prés par la méthode de dicho-
tomie : 1,5 points

1
Pour n € N,n > 2, le programme cherche a résoudre f(x) = — sur
n

I'intervalle [0;4] (le programme comporte donc une erreur, il est plus
logique de commencer avec b = 4) et comme la fonction est croissante
sur cet intervalle, quand f(m) sera inférieur a la valeur ciblée, il faudra
« resserer I'intervalle & gauche ».

1,5 points

def u(n)
a=0
b=4
while (b-a)>10%*(-3)
m=(a+b) /2
if f(m)<1/n :
a=m
else:
b=m
return m



Probléme

29 points

Un joueur participe & un jeu se jouant en plusieurs parties. Ses observations lui permettent d’affirmer que :

2

e s’il gagne deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 3
1
e s’il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 3
1
e s’il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 3

1
e s’il perd deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 3

e

Pour tout entier naturel » non nul, on note A, ’événement : « le joueur gagne la n°™® partie ».

De plus, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on pose :
En:AnflmAn ) Fn:AnflmAn ) Gn:AnflmA_n ) Hn:AnflmA_n

1. a. Utiliser la formule des probabilités totales pour montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou
2 1
égala2 ona: P(FE,41)= §P(En) + EP(F") 4 points
Soit m > 2, il faut d’abord montrer que (E,, F,,, G, H,) est un systéme complet d’événements.
De maniére « littéraire » : il y a quatre situations possibles et distinctes pour la succession de deux

parties : « gagné, gagné » (E,), « perdu, gagné » (F,),« gagné, perdu » (Gy,) ou « perdu, perdu » (Hy)
De maniére « littérale » : B, UG, = (A, 1NA,)U(A,_1NA,) = A, 1N(A,UA,) = A, 1NQ=A,
de méme F,, UH, = A,_1 et donc E, UG, UF,UH, =A,_ 1UA,_1 =%

et de maniére évidente les événements sont incompatibles, par exemple E,, (qui implique que A,,_1 est
réalisé) et F, (qui implique que son contraire est réalisé).

Alors, d’apres la formule des probabilités totales (toutes les facons de finir sur deux parties gagnantes
en étudiant trois parties consécutives) :

P(En41)=P(E,NE 1)+ P(Fy,NEw1)+P(GyNEy1)+ P (HyNEyyr)

or E,NE,1 = (A1 NA)N (A, NA ) = A1 NA, N A = E, N Appr (Cest la situation ou
trois parties consécutives sont gagnées)

de méme : F,, NE, 1 = (m N An) N(A, N A1) = FyN A, (cest la situation o sur trois parties
consécutives on a les enchainements : perdu, gagné et gagné, gagné)

enfin G,NE,11 = (An,l N A_n) N(A, N Apt1) =A-1N (A_n N An) NA,+1 =0 (cest la situation ou sur
trois parties consécutives on a les enchainements : gagné, perdu et gagné, gagné; ce qui est impossible)
de méme pour H, N Ep, 11 = (m N A_n) N(A,NA1)=A,_ 1N (A_nﬂ An) NAp1 =10

d’ou: P (En—l—l) =P (En N An—l—l) +P (Fn N An+1)+0+0 =P (En) x Pg, (An—l—l) +P (Fn) x Pg, (An+1)

or Pg, (Apy1) = 3 il s’agit de la probabilité de gagner aprés deux parties consécutives gagnées car F,

1
est réalisé et de méme Pg, (Apy1) = 3 (gagner une partie, aprés une perdue puis une gagnée)

2 1
donc| P (En4+1) =P (E,) x 3 + P (F,) % 3

b. Exprimer de la méme fagon (aucune explication n’est exigée) les probabilités P (F11), P (Gny1) et
P (Hy,41) en fonction de P (E,), P (F,),P(G,) et P(Hy) 0,5 point

Comme 'indique I’énoncé on ne justifie pas (mais bien vérifier au brouillon... ou avec la suite de ’énoncé)
de méme, on trouve :

P(Fop) = 5P (Go) + P (i), P(Gui) = 3P (B + 3P (R, P(Hun) = 5P(Go) + 2 P (Hy)




c. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 , 1 point

2 1 0 0
P (Ey) 3 2
1 1
P(F,) 0 0 2 3
on pose : U, = . Vérifier que Up11 = MU,, ou M = 1 1 3
P (G S —
(Gn) 3 3 tl) g
P (Hy) o o0 - =
2 3
Par définition, pour n > 2
2 1 0 0 2P E,) + 1 P(F, )+0+0
P (Ept1) 3.2 P(Ey) 3 ! 2
F 0 0 - = P(F 04+0+ =P (Gp)+ <P (Hy)
Unir = | 7 e, = L 203 S . 2° "
P(Gni1) 3 3 0 0 P(Gy) §P( ) P (F, )-|-0-|-0
1 2
P (Hp1) 00 5 3 P (Hy) O+O+§P(Gn)+§P(Hn)

(‘D

et grace aux résultats des questions précédentes (valables pour n > 2), on trouve bien sur les lignes

respectives de MUy, : P (Ep41), P (Fyy1), P (Gpy1) et P(Hpyqp) d’ou Pégalite | U, = MU,

11 3 3 -1 -3 3 1
-2 -1 -1 2 2 -3 -3 2
a. Soient P = et Q = 1,5 points
2 -1 1 2 2 1 -1 =2
-1 1 -3 3 11 1 1
Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.
11 3 3 -1 -3 3 1 10 0 0 O
-2 -1 -1 2 2 -3 -3 2 0 10 0 O
On trouve PQ = =
2 -1 1 2 2 1 -1 =2 0 0 10 O
-1 1 -3 3 11 1 1 0 0 0 10

1 1
soit PQ) = 1014 donc P <1O Q) = I, donc P est inversible et P! = I_OQ

b. Déterminer la matrice D = P~'MP 2 points
1
D’aprés la question précédente : D = P IMP = EQMP
2 1 1 1
-1 -3 3 1 - - 0 0 3 1 -1 —3
5 5 9 g 3 1 1 1 1 1 1
d’une part QM = 11 2 3 | =1 3 12 % 3
2 1 -1 =2 - - 0 0 1 - — -1
3 2 2 2
11 1 1 0 o 1 2
5 3 1 1 1 1
1 1 10
3 173 1 1 3 3 -5 0 00
! L Lol 2 1 1 2 0 10 0 0
puis QMP = | 3 2 2 3 = 6
L L 2 -1 1 2 0 0 0
2 2
1 1 1 1 -1 1 =33 0 0 0 10




3.

. Montrer que : Vn > 2,U,, = M"2U,

Dans toute la suite, on suppose que le joueur a gagné les deux premiéres parties.
a. Montrer que : Yn € N, M" = PD"P~}

2 points
Au preéalable, il faut inverser la formule qui définit D : D = P"'MP = PD = PP"'MP =

PD =I3MP = PD=MP = PDP ' =MPP '= PDP '=MI3=M

Ensuite, on procéde par récurrence, pour n € N, on définit I’assertion P(n): M" = pp"p~!
Initialisation : P(0) est vraie & MY = PD'P~! o I3 = PI3P~1

ce qui est le cas car PI3P~' = PP~ = I3 donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, supposons P(n) vraie

donc par hypothése M™ = PD"P~!

donc M"* = M™ x M = PD"P~'PDP~! = PD"I3;DP~! = PD"DP~! = PD""'P~lie P(n+1)

est vraie donc par théoréme de récurrence, | Vn € N, P(n) est vraie, i.e. M"™ = pprp—!

1,5 points
On procéde par récurrence encore! Pour n € N;n > 2, on définit Q(n) : U, = M"2U,
Initialisation : M2~ 2Us = I3Us = Uy donc Q(2) est vraie

Heéréditeé : soit n € N,n > 2, on suppose que P(n) est vraie
d’aprés la question précédente, Uy, 41 = MU, et par hypotheése U,, = M"2U,
donc Upy1 = MM" 22Uy = M" 10Uy = (M™ 172Uy, ie. P(n + 1) est vraie, d’ott Uhéréditeé

donc par théoréme de récurrence, | Vn € N,n > 2, P(n) est vraie, i.e. U, = M" 20U,

. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2 , donner la premiére colonne de M"™, puis en déduire

P(E.).P(F.),P(Gy) et P(H,)

Remarque préalable : il est inutile de calculer le produit M™ = PD"P~! entier. 1l suffit d’en calculer
la premiére colonne. Et pour cela de faire le produit par la premiére colonne de gauche a droite, celle
de P71, puisqu’elle suffit & obtenir la premiére colonne de D"P~! qui elle-méme suffit & obtenir celle
de PD"P~!. On peut aussi remarquer (ce qui est quasiment la méme chose), qu’en multipliant, M"

2 points

par ® <1 00 0), on obtient la premiére colonne de M™, on peut donc faire cette multiplication avec
pPp"pP!
On trouve alors que M™ a pour premiére colonne

n

= 0 0 0 oy
1 1 3 3 3 ~1 1 1 3 3 3
1\" 1\
—2 -1 -1 2 0 A 0 of 1|2 L2 -1 -1 2| 2(5
2 -1 1 2 0 0 (})" ol 1] 2 02 —1 1 2 2(})"
2 2
~1 1 -3 3 . . o 1 ~1 1 -3 3 :
1\" 1\" 1\"
By 2 (= 6(= 3
(=5) +2(5) +o(3) + 1
\" 1\" 1\"
| 2(s) 2() () 0
=10 i\ i\ i\ et commme U,, = M"2Us et que Uy = puisqu’il
0 —2<—§2 _2<62 +2<§2 +2 0
(-5) +2(5) —o(3) + :
3 6 2

a gagné les deux premiéres parties, U, est alors la premiére colonne de M™ 2 d’ou




PE) =L ( () 2 () e () )
PE) =L <2 (D)7 () () +2)
P(G,) = % (-2 <—§>H i <é>n_2 42 <%>n_2 + 2) ot
Py =L ((_3“” (5" (;)"13)

d. Déterminer les limites, quand n tend vers +oo de P (E,,), P (F,), P (Gy) et P (H,) 1 point
11 1
Et quand n — +o00, comme ~3'% et 3 ont des valeurs absolues strictment inférieures a 1
1 n—2 1 n—2 1 n—2
alors <—§> , <6> et <§> tendent vers 0 quand n — +o0o et donc
li PE—3 li PF—2 li PG—2 li PH—3
n—1>r-ir-loo (Bn) = 10 n—1>r—|I—100 (Fn) = 10 n—1>r—|r—loo (Gn) = 10 n—1>r—|I—100 (Hn) = 10

Nota bene : on retrouve que la somme des limites vaut 1 (c’est logique car ’égalité est vérifié pour tout

n > 1 car c’est un systéme complet d’événements).

4. Pour tout entier naturel k& non nul, on note X}, la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur gagne la k°™m®

partie et qui vaut 0 sinon (X et X5 sont donc deux variables certaines).

a. Avec Python, définir une fonction SimulX3 qui permet de simuler la variable aléatoire X3

1 point

2
Il s’agit simplement de simuler une loi de Bernoulli de paramétre 3 puisque les deux premiéres ont été

gagnées, il y a deux chances sur 3 que la troisiéme le soit :

def SimulX3():
return rd.binomial (1,2/3)

b. Pour tout entier naturel k supérieur ou égal & 2 , exprimer A en fonction de Ej et Fj

Pour gagner la kM€ partie, le joueur peut avoir gagné ou perdu la k —

A, =E,UF,

autrement dit Ay = (Ag_1 N Ax) U (Ag_1 N Ag) i.e.

c. En déduire, pour tout entier naturel k supérieur ou égal & 2 , la loi de X

1éme

1 point

1,5 points

Par définition P (Xy = 1) = P (Ax) = P (Ex) + P (F}) car les deux événements sont incompatibles,

donc d’apres les résultats trouvés en 3.c. : P (X =1) =

(032 ) ) () o
()70

soit P (X, =1)

)" )

et donc | Xj suit une loi de Bernouilli de paramétre —

S () (

10

10



5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 , on note S, la variable aléatoire égale au nombre de parties
gagnées par le joueur lors des n premiéres parties.

a. Calculer P ([S,, = 2]) en distinguant les casn =2,n =3 et n > 4 3 points
Remarque : ici, les parties ne sont pas indépendantes, donc S,, ne suit pas une loi binomiale !

Comme le joueur a gagné ses deux premiéres parties

Pour n =2, on a S,, = 2 qui est ’événement certain donc| P (Sy =2) =1

Pour n = 3 , comme le joueur a gagné les deux premiéres parties, (S3 = 2) = A3

1 1 1 1 [(=2+412+430 40
P(S3=2)=1-P(A3)=1—— ((—=)+4(= S O (e M ) O
et P(Ss=2) () 10 (( 3>+ <2>+5> 10( 6 > 10 % 6

1
soit | P(S5=2) = 3 (on aurait également dire qu’aprés avoir gagné deux parties, il y a une chances

sur trois de perdre la suivante).

et pour n > 4, (S, = 2) signifie qu’il n’a pas gagné d’autre partie que les deux premiéres

n
donc (S, =2) = ﬂ A}, donc d’aprés la formule des probabilités composées :
k=3

__ _ — — 1 1 2 2
P(Sn == 2) == P(Ag) PA_S(A4) PA_3ﬂA_4 (A5) "'PA_;gﬂ---ﬂ—An_l (An) — g X 5 X g X o X g
2
car quand on perd les deux précédentes, la probabilité de perdre la suivante est de 3
la probabilité est de 2/3 de la 5™ & la n°™ partie donc k — 54 1 = n — 4 fois
1 /9 n—4
et donc| P (S,=2)= 6 <§> pour n > 4
b. Déterminer P ([S,, = n]) 2 points
n
(Sn, = n) signifie que le joueur a gagné toutes ses parties donc (S, =n) = ﬂ A
k=3
donc d’apres la formule des probabilités composées
2 2 2 2
P(Sn = n) = P(Ag) PA3 (A4) PA30A4 (A5) . PA:iﬁ...mAn71 (An) = g X g X g X o+ X g
car le conditionnement précise qu’il a gagné a chaque fois les deux parties précédentes

donc| P (S, =n) = <3>H

c. Pour tout entier n supérieur ou égal a 3 , écrire S, en fonction des variables Xy, puis déterminer E (.S,,)
en fonction de n 4 points
kéme

X}, compte le nombre de victoire pour la partie, donc le nombre total de victoires est
n

Sy = Z X}, et par linéarité de l'espérance (et sachant que I'espérance d’une loi de Bernoulli est p)

k=1
n n n 1 1 k—2 1 k—2
E(Sn)ZZE(Xk):E(X1)+E(X2)+ZE(Xk):1+1+Zl—0<<—§> +4<§> +5>
k=1 k=3 k=3 . .
1S 1V 221\ n—2 »n I G ) N B N ¢
=92 . _ = = - _ 1 % 3 3 2% 2 2
+10];< 3) +5;<2> A T T TV R R (N - .

n 11 9 1\" 8 /1\"
donc E(Sn):§+§+4_0<_§> _g<§>




