
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques DS n°1 - 27 septembre 2025Corrigé Total sur 74 points - dont réda
tion/présentation/
larté : 3 pointsDans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy.random as rdExer
i
e 1 - é
hau�ement 2 pointsSoit u1 = (1, 1, 0), u2 = (1, 2, 1), et u3 = (2, 3, 2)Montrer que la famille (u1, u2, u3) est une base de R
3Comme (u1, u2, u3) est une famille à trois éléments et que R

3 est un espa
e ve
toriel de dimension 3, il su�t demontrer que (u1, u2, u3) est une famille libre.Soit λ1, λ2, λ3 ∈ R tel que λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 = 0alors λ1(1, 1, 0) + λ2(1, 2, 1) + λ3(2, 3, 2) = (0, 0, 0) don


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λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0

λ2 + 2λ3 = 0

⇔
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

λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

λ2 + λ3 = 0 L2 ← L2 − L1

λ2 + 2λ3 = 0

⇔


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


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



λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

λ2 + λ3 = 0

λ3 = 0 L3 ← L3 − L2�nalement, par substitution, λ1 = λ2 = λ3 = 0 don
 (u1, u2, u3) est une famille libreet Card(u1, u2, u3) = dimR
3 don
 (u1, u2, u3) est une base de R

3variante : on peut aussi dès le début faire L1−L3 et on trouve d'emblée λ1 = 0 (puis on poursuit la résolution).Exer
i
e 2Pour x ∈ R+, on pose f(x) = ln(1 + x)Par ailleurs, on pose a0 = 1 et pour n ∈ N, an+1 = ln (1 + an)1. Montrer que f est de 
lasse C
1, 
roissante et véri�e : ∀x ∈ R

∗
+ 0 < f(x) < x 2 points

f est de 
lasse C
1 sur R+ par 
omposition de fon
tions C

1 (ln et polyn�me).de plus, f = ln(u) ave
 u(x) = 1 + x, don
 ∀x > 0, f ′(x) =
u′(x)

u(x)
=

1

1 + x
> 0 (
ar x > 0 don
 f est
roissantepar ailleurs, pour ∀x > 0, x+ 1 > 1 don
 ln(1 + x) > 0 par 
roissan
e stri
te du logarithmeOption A pour f(x) < x : posons g(x) = x− f(x) pour x > 0pour x > 0, g′(x) = 1− f ′(x) = 1− 1

1 + x
=

x

1 + x
> 0 don
 g est stri
tement 
roissante sur R+on a né
essairement : ∀x > 0, g(x) > g(0), et 
omme g(0) = 0, ∀x > 0, x > ln(1 + x)Option B (mais ina
hevée à 
ause de l'inégalité stri
te) : ln est une fon
tion 
on
ave, elle est don
 � en-dessousde 
ha
une de 
es tangentes � en parti
ulier 
elle au point d'abs
isse 1 qui a pour équation :

y = ln′(1)(x− 1) + ln(1) =
1

1
(x− 1) + 0 = x− 1i.e. ∀x > 0, ln(x) 6 1 + x et don
 en posant u = x− 1⇔ x = 1 + u,∀u > −1, ln(1 + u) 6 ureste le problème de l'inégalité stri
te et on pourrait évoquer le fait qu'il n'y a égalité que pour x = 1⇔ u = 0(au point de tangen
e), mais nous ne disposons pas d'une telle propriété.2. a. En déduire que la suite (an)n∈N est bien dé�nie, stri
tement dé
roissante et stri
tement positive. 3pointsNous ne pouvons pas nous dispenser de ré
urren
e (immédiate i
i) pour la bonne dé�nition et de faitnous sommes obligés d'in
lure la positivité pour l'hérédité,pour n ∈ N, on pose P (n) : � an est bien dé�ni et an > 0 �1



Initialisation : P (0) est vraie 
ar a0 est bien dé�ni et a0 > 0 par dé�nition (a0 = 1)Hérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiealors par hypothèse an > 0 don
 an+1 = f(an) est bien dé�ni et d'après la question pré
édente f(an) > 0i.e. an+1 > 0 don
 P (n+ 1) est vraiedon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraieon aurait pu in
lure la dé
roissan
e dans la ré
urren
e, on le fait en dehors i
i :d'après la question pré
édente, ∀x > 0, f(x) < x et d'après 
e que nous venons de montrer ∀n ∈ N, an > 0don
 ∀n ∈ N, f(an) < an i.e. an+1 < an don
 (an)n∈N est stri
tement dé
roissante (et stri
tement positive).b. Quelle est la limite ℓ de la suite (an)n∈N ? 1,5 pointsD'après les résultats pré
édents, (an)n∈N est dé
roissante et minorée par 0, don
 d'après le théorèmede la limite monotone, elle est 
onvergente vers un réel ℓ et de plus ℓ > 0 par passage à la limite dansl'inégalité an > 0don
, f étant C
1 don
 a fortiori 
ontinue, d'après le théorème du point �xe f(ℓ) = ℓ en�n, en reprenantles notations de la question pré
édente, on obtient g(ℓ) = ℓ − ln(1 + ℓ) = 0 
e qui n'est possible quepour ℓ = 0 (
ar g(x) > 0 pour x > 0) : d'où lim

n→+∞
an = 03. a. Déterminer un équivalent de x− ln(1 + x) pour x au voisinage de 0 1 pointD'après les développements limités usuels, ln(1 + x) =
x→0

x− x2

2
+ o

(

x2
)don
 x− ln(1 + x) =

x→0

x2

2
+ o

(

x2
) (par dé�nition o

(

x2
)

= −o
(

x2
)), don
 x− ln(1 + x) ∼

x→0

x2

2b. Déterminer un équivalent de x ln(1 + x) pour x au voisinage de 0 0,5 pointDe même, on déduit, ln(1 + x) ∼
x→0

x don
 par produit d'équivalents x ln(1 + x) ∼
x→0

x2
. En déduire que : lim
x→0+

1

ln(1 + x)
− 1

x
=

1

2
1,5 points

∀x > 0,
1

ln(1 + x)
− 1

x
=

x− ln(1 + x)

x ln(1 + x)
don
 d'après les deux résultats pré
édents, par quotientd'équivalents : 1

ln(1 + x)
− 1

x
∼

x→0

x2

2

x2
=

1

2
, don
 lim

x→0+

1

ln(1 + x)
− 1

x
=

1

2
ar si une des deux fon
tions équivalentes admet une limite �nie au point 
onsidéré, l'autre admet lamême limite (et l'équivalent, i.e. la limite, étant valable en 0, 
ela l'est a fortiori en 0+).4. On pose, pour n ∈ N, bn =
1

an+1
− 1

ana. Quelle est la limite de bn quand n tend vers +∞ ? 1,5 pointsPar dé�nition, ∀n ∈ N, an+1 = ln(1 + an) don
 bn =
1

ln (1 + an)
− 1

anor d'après 3.
. lim
x→0+

1

ln(1 + x)
− 1

x
=

1

2
et d'après 2.b. an → 0+ (on peut dire 0+ 
ar ∀n ∈ N, an > 0)don
 par 
omposition 1

ln (1 + an)
− 1

an
→ 1

2
i.e. bn →

1

2b. On admet le résultat suivant : si (vn)n∈N est une suite 
onvergente vers ℓ, alors lim
n→+∞

1

n

n−1
∑

k=0

vk = ℓCal
uler n−1
∑

k=0

bk et en déduire que : lim
n→+∞

nan = 2 2,5 points2



Par téles
opage n−1
∑

k=0

bk =
1

an
− 1

a0
=

1

an
− 1 dont on déduit : 1

n

n−1
∑

k=1

bk =
1

n

(

1

an
− 1

)

=
1

nan
− 1

nalors, d'après le résultat admis dans l'énon
é (
ar bn → ℓ =
1

2
),
1

n

n−1
∑

k=1

bk →
1

2don
 d'après l'égalité lim
n→+∞

1

nan
− 1

n
=

1

2
et don
 par addition de limites lim

n→+∞

1

nan
− 1

n
+

1

n
=

1

2
+ 0i.e. 1

nan
→ 1

2
don
 par inverse de limite (non nulle) : lim

n→+∞
nan = 2
. En déduire un équivalent simple de an quand n tend vers +∞ et déterminer la nature de la série∑

n>0

anPar dé�nition des équivalents, on en déduit nan ∼
n→+∞

2 2 pointsdon
 par quotient d'équivalents nan
n

∼
n→+∞

2

n
i.e. an ∼

n→+∞

2

nor ∑
n>1

an est une série à termes positifs de même que ∑
n>1

1

n
et d'après les résultats sur les séries deRiemann (α = 1 6 1) la série ∑

n>1

1

n
(série harmonique) diverge don
 par opération ∑

n>1

2

n
divergedon
 par théorème de 
omparaison sur les séries à termes positifs ∑

n>1

an et don
 ∑

n>0

an divergent(vers +∞)

3



Exer
i
e 3On rappelle que e ≈ 2, 7 et e2 ≈ 7, 4 à 10−1 près.Pour x ∈ R+, on pose f(x) = xe−
√
x1. Montrer que f est 
ontinue sur R+ et de 
lasse C

1 sur R∗
+ 0,5 point

x 7→ √x est 
ontinue sur R+ et de 
lasse C
1 sur R∗

+, de même pour f par produit et 
omposition de fon
tions
ontinues (respe
tivement C
1).2. Montrer que f est dérivable en 0 1,5 pointsPar dé�nition de f,

f(x)− f(0)

x− 0
=

f(x)

x
= e−

√
xor lim

x→0

√
x = 0 don
 par 
ontinuité de x 7→ ex, lim

x→0
e−

√
x = e0 = 1 i.e. lim

x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 1don
 f est dérivable en 0 (et f ′(0) = 1).3. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +∞ 1,5 pointsIl ne s'agit pas rigoureusement d'un résultat de 
roissan
es 
omparées, mais on s'y ramène par 
omposition(ave
 u =

√
x) : lim

u→+∞
u2e−u = 0 par 
roissan
es 
omparées et lim

x→+∞

√
x = +∞don
 par 
omposition lim

x→+∞

(√
x
)2

e−
√
x = 0 i.e. lim

x→+∞
xe−

√
x = 0 soit lim

x→+∞
f(x) = 04. Cal
uler f ′(x) pour x > 0 et en déduire les variations de f 2 points

∀x > 0, f(x) = xeu(x) don
 f ′(x) = eu(x) + xu′(x)eu(x) =

(

1− x

2
√
x

)

e−
√
x =

(

1−
√
x

2

)

e−
√
x
ar u(x) = −√x et don
 u′(x) = − 1

2
√
xon en déduit (
ar e−√

x > 0), pour x ∈ R+ : f ′(x) > 0 ⇔ 1 −
√
x

2
> 0 ⇔ 1 >

√
x

2
⇔ √x < 2 ⇔ x < 4 (par
roissan
e des fon
tions 
arré et ra
ine sur R+), don
 f est 
roissante sur ]0; 4] (et même [0; 4] 
ar f ′(0) = 1d'après 2.) et dé
roissante sur [4,+∞[ (et même stri
tement à 
haque fois)5. Justi�er que f admet un maximum m véri�ant 1

2
< m < 1 1 pointD'après l'étude des variations 
i-dessus, f étant 
roissante sur [0; 4] et dé
roissante sur [4,+∞[, f admet unmaximum en 4 qui vaut m = f(4) = 4e−2 et 
omme, d'après l'énon
é, 4 < e2 < 8, on a (fon
tion inversestri
tement dé
roissante sur ]0,+∞[), 1

4
>

1

e2
>

1

8
et don
 1 >

4

e2
>

1

2
i.e. 1

2
< m < 16. Montrer que f est C

1 sur R+ 1 pointNous avons déjà montré que f est dérivable en 0 et C
1 sur ]0,+∞[, reste don
 à montrer que f ′ est 
ontinueen 0, or d'après 4., ∀x > 0, f ′(x) =

(

1−
√
x

2

)

e−
√
xdon
 par opérations sur les limites, lim

x→0
f ′(x) =

(

1− 0

2

)

e0 = 1 = f ′(0) d'après la valeur trouvée en 2.don
 f est C
1 sur R+ (
ar C

1 sur R∗
+, dérivable en 0 et f ′ 
ontinue en 0)7. Etudier la 
onvexité et les éventuels points d'in�exion de f 2,5 pointsEn posant pour x > 0, v(x) =

(

1−
√
x

2

) alors ∀x > 0, f ′(x) = v(x)eu(x) ave
 les notations pré
édentesdon
 ∀x > 0, f ′′(x) = v′(x)eu(x) + v(x)u′(x)eu(x) =

[

−1

2
× 1

2
√
x
+

(

1−
√
x

2

)

×
(

− 1

2
√
x

)]

eu(x)

=

(

− 1

4
√
x
− 1

2
√
x
+

√
x

4
√
x

)

eu(x) =

(

− 3

4
√
x
+

1

4

)

eu(x) =

(

1− 3√
x

)

eu(x)
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don
 f ′′(x) > 0⇔ 1− 3√
x
> 0⇔ 1 >

3√
x
⇔ (
ar √x > 0)

√
x > 3⇔ x > 9 (par 
roissan
e des fon
tions
arré et ra
ine sur R+) de même f ′′(x) 6 0 ⇔ x 6 9 don
 f est 
on
ave sur ]0; 9] (même [0; 9] en fait),
onvexe sur [9,+∞[ et admet un point d'in�exion en x = 9 où f ′′ s'annule en 
hangeant de signe.8. Tra
er l'allure de Cf , la 
ourbe repré-sentative de f , sur l'intervalle [0; 10]On utilise les informations disponibles :

f(0), le maximum pour x = 4 (pro
hede 1

2
), f ′(0) = 1 qui donne le 
oe�
ientdire
teur de la tangente en 0, les varia-tions de f , la limite en +∞ et l'étude de
onvexité même si pour la partie x > 5la 
ourbe est quasiment 
onfondue ave
une droite. 1,5 points 00.51.0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x

y

b

b

Cf

9. Soit n un entier, n > 2 2,5 pointsMontrer que l'équation f(x) =
1

n
admet exa
tement deux solutions an et bn telles que an < 4 < bnSur [0; 4] : f est stri
tement 
roissante et 
ontinue don
, d'après le théorème de la bije
tion, f induit unebije
tion de [0; 4] sur f〈[0; 4]〉 = [0,m]de plus, pour n > 2,

1

n
6

1

2
don
 1

n
∈ [0,m[ (
ar m >

1

2
), don
 1

n
admet un unique anté
édent par f sur

[0; 4[ i.e. l'équation f(x) =
1

n
admet une unique solution an sur [0, 4] et même [0, 4[ 
ar f(4) = m 6= 1

nSur [4,+∞[ : f est stri
tement dé
roissante et 
ontinue don
 induit une bije
tion de [4,+∞[ sur f〈[4,+∞[〉 =
]0,m] et de même pour n > 2,

1

n
∈]0,m], don
 l'équation f(x) =

1

n
admet une unique solution bn sur [4,+∞[et même ]4,+∞[, �nalement an et bn sont les deux solutions de f(x) =

1

n
et an < 4 < bn10. a. Comparer f (an) et f (an+1) pour n > 2. En déduire que (an)n>2 est stri
tement dé
roissante. 1,5 ptsPour n > 2, par dé�nition, f (an) =

1

n
et f (an+1) =

1

n+ 1
, don
 f (an) > f (an+1)en notant g la fon
tion dé�nie sur [0; 4] par g(x) = f(x), on a alors g (an) > g (an+1) et 
omme vu plushaut, g est bije
tive et 
roissante, don
 g−1, sa ré
iproque est également 
roissantedon
 g−1 (g(an)) > g−1 (g(an+1)) i.e. an > an+1 
ar ∀x, g−1 (g(x))i.e. (an)n>2 est stri
tement dé
roissante.b. Montrer de même que (bn)n>2 est stri
tement 
roissante. 1 pointde même, par dé�nition de (bn)n>2 , f (bn+1) < f (bn) et en utilisant h(x) = f(x) sur [4,+∞[, bije
tionstri
tement dé
roissante, de même que sa ré
iproque, on trouve bn+1 > bni.e. (bn)n>2 est stri
tement 
roissante.11. Limite de (bn)n>2 3 pointsOn suppose dans un premier temps que bn admet une limite �nie ℓ quand n tend vers +∞En revenant à la dé�nition de bn, montrer que né
essairement f(ℓ) = 0Con
lure sur la limite de bn quand n tend vers +∞Supposons bn → ℓ, alors puisque ∀n > 2, bn > 4, par passage à la limite dans l'inégalité ℓ ∈ [4,+∞[de plus f (bn)→ f(ℓ) par 
ontinuité de fpar ailleurs, 
omme f (bn) =

1

n
et 1

n
→ 0, par uni
ité de la limite, on aurait f(ℓ) = 0 
e qui n'est pas possible
ar f(x) > 0 pour x > 0don
 notre hypothèse de départ est fausse, i.e. (bn)n>2 ne 
onverge pas, don
 elle ne peut pas être majoréesinon, étant 
roissante, elle 
onvergerait d'après le théorème de la limite monotone5



�nalement (bn)n>2 est 
roissante et non majorée don
 d'après le théorème de la limite monotone,
(bn)n>2 diverge vers +∞12. Montrer que lim

n→+∞
an = 0 2 points

(an)n>2 est dé
roissante et minorée (par 0) don
 d'après le théorème de la limite monotone, (an)n>2 
onvergevers une limite ℓ′ et (an)n>2 étant une suite positive, ℓ′ > 0puis de la même manière que le raisonnement pour (bn)n>2 (mais pas par l'absurde 
ette fois) f (an) =
1

n
etd'une part f (an)→ f(ℓ′) par 
ontinuité de f sur R+, d'autre part 1

n
→ 0, don
 par uni
ité de la limite, onobtient f(ℓ′) = 0 
e qui imlique ℓ′ = 0 
omme vu plus haut, et don
 lim
n→+∞

an = 013. Ave
 Pythona. Dé�nir la fon
tion f et la représenter sur l'intervalle [0; 10] 1,5 points
import numpy as np

import matplotlib . pyplot as plt

def f(x):

return x*np.exp (-np.sqrt (x))

x=np. linspace (0 ,10 ,100)

y=f(x)

plt .plot (x,y)

plt .show ()b. Re
opier et 
ompléter le programme Python suivant permettant de 
al-
uler une valeur appro
hée de an à 10−3 près par la méthode de di
ho-tomie : 1,5 pointsPour n ∈ N, n > 2, le programme 
her
he à résoudre f(x) =
1

n
surl'intervalle [0; 4] (le programme 
omporte don
 une erreur, il est pluslogique de 
ommen
er ave
 b = 4) et 
omme la fon
tion est 
roissantesur 
et intervalle, quand f(m) sera inférieur à la valeur 
iblée, il faudra� resserer l'intervalle à gau
he �.

def u(n)

a=0

b=4

while (b-a) >10**( -3) :

m=(a+b)/2

if f(m) <1/n :

a=m

else :

b=m

return m

6



Problème 29 pointsUn joueur parti
ipe à un jeu se jouant en plusieurs parties. Ses observations lui permettent d'a�rmer que :� s'il gagne deux parties 
onsé
utives, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité 2

3� s'il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité 1

2� s'il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité 1

2� s'il perd deux parties 
onsé
utives, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité 1

3Pour tout entier naturel n non nul, on note An l'événement : � le joueur gagne la nème partie �.De plus, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on pose :
En = An−1 ∩An , Fn = An−1 ∩An , Gn = An−1 ∩An , Hn = An−1 ∩ An1. a. Utiliser la formule des probabilités totales pour montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ouégal à 2 , on a : P (En+1) =

2

3
P (En) +

1

2
P (Fn) 4 pointsSoit n > 2, il faut d'abord montrer que (En, Fn, Gn,Hn) est un système 
omplet d'événements.De manière � littéraire � : il y a quatre situations possibles et distin
tes pour la su

ession de deuxparties : � gagné, gagné � (En), � perdu, gagné � (Fn),� gagné, perdu � (Gn) ou � perdu, perdu � (Hn)De manière � littérale � : En∪Gn = (An−1∩An)∪ (An−1∩An) = An−1∩ (An∪An) = An−1∩Ω = An−1de même Fn ∪Hn = An−1 et don
 En ∪Gn ∪ Fn ∪Hn = An−1 ∪ An−1 = Ωet de manière évidente les événements sont in
ompatibles, par exemple En (qui implique que An−1 estréalisé) et Fn (qui implique que son 
ontraire est réalisé).Alors, d'après la formule des probabilités totales (toutes les façons de �nir sur deux parties gagnantesen étudiant trois parties 
onsé
utives) :

P (En+1) = P (En ∩En+1) + P (Fn ∩ En+1) + P (Gn ∩ En+1) + P (Hn ∩En+1)or En ∩ En+1 = (An−1 ∩An) ∩ (An ∩An+1) = An−1 ∩ An ∩ An+1 = En ∩ An+1 (
'est la situation outrois parties 
onsé
utives sont gagnées)de même : Fn ∩En+1 =
(

An−1 ∩An

)

∩ (An ∩An+1) = Fn ∩An+1 (
'est la situation où sur trois parties
onsé
utives on a les en
hainements : perdu, gagné et gagné, gagné)en�n Gn∩En+1 =
(

An−1 ∩An

)

∩(An ∩An+1) = An−1∩
(

An ∩An

)

∩An+1 = ∅ (
'est la situation où surtrois parties 
onsé
utives on a les en
hainements : gagné, perdu et gagné, gagné ; 
e qui est impossible)de même pour Hn ∩ En+1 =
(

An−1 ∩ An

)

∩ (An ∩An+1) = An−1 ∩
(

An ∩An

)

∩An+1 = ∅d'où : P (En+1) = P (En ∩An+1)+P (Fn ∩An+1)+0+0 = P (En)×PEn
(An+1)+P (Fn)×PFn

(An+1)or PEn
(An+1) =

2

3
il s'agit de la probabilité de gagner après deux parties 
onsé
utives gagnées 
ar Enest réalisé et de même PEn

(An+1) =
1

3
(gagner une partie, après une perdue puis une gagnée)don
 P (En+1) = P (En)×

2

3
+ P (Fn)×

1

3b. Exprimer de la même façon (au
une expli
ation n'est exigée) les probabilités P (Fn+1) , P (Gn+1) et
P (Hn+1) en fon
tion de P (En) , P (Fn) , P (Gn) et P (Hn) 0,5 pointComme l'indique l'énon
é on ne justi�e pas (mais bien véri�er au brouillon... ou ave
 la suite de l'énon
é)de même, on trouve :
P (Fn+1) =

1

2
P (Gn) +

1

3
P (Hn) , P (Gn+1) =

1

3
P (En) +

1

2
P (Fn) , P (Hn+1) =

1

2
P (Gn) +

2

3
P (Hn)7




. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 , 1 pointon pose : Un =

















P (En)

P (Fn)

P (Gn)

P (Hn)

















. Véri�er que Un+1 = MUn, où M =





















2

3

1

2
0 0

0 0
1

2

1

3
1

3

1

2
0 0

0 0
1

2

2

3



















Par dé�nition, pour n > 2

Un+1 =

















P (En+1)

P (Fn+1)

P (Gn+1)

P (Hn+1)

















et MUn =





















2

3

1

2
0 0

0 0
1

2

1

3
1

3

1

2
0 0

0 0
1

2

2

3





































P (En)

P (Fn)

P (Gn)

P (Hn)

















=





















2

3
P (En) +

1

2
P (Fn) + 0 + 0

0 + 0 +
1

2
P (Gn) +

1

3
P (Hn)

1

3
P (En) +

1

2
P (Fn) + 0 + 0

0 + 0 +
1

2
P (Gn) +

2

3
P (Hn)



















et grâ
e aux résultats des questions pré
édentes (valables pour n > 2), on trouve bien sur les lignesrespe
tives de MUn : P (En+1) , P (Fn+1) , P (Gn+1) et P (Hn+1) d'où l'égalité Un+1 = MUn

2. a. Soient P =

















1 1 3 3

−2 −1 −1 2

2 −1 1 2

−1 1 −3 3

















et Q =

















−1 −3 3 1

2 −3 −3 2

2 1 −1 −2
1 1 1 1

















1,5 pointsCal
uler PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.On trouve PQ =

















1 1 3 3

−2 −1 −1 2

2 −1 1 2

−1 1 −3 3

































−1 −3 3 1

2 −3 −3 2

2 1 −1 −2
1 1 1 1

















=

















10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10















soit PQ = 10I4 don
 P

(

1

10
Q

)

= I2 don
 P est inversible et P−1 =
1

10
Qb. Déterminer la matri
e D = P−1MP 2 pointsD'après la question pré
édente : D = P−1MP =

1

10
QMPd'une part QM =

















−1 −3 3 1

2 −3 −3 2

2 1 −1 −2
1 1 1 1



































2

3

1

2
0 0

0 0
1

2

1

3
1

3

1

2
0 0

0 0
1

2

2

3



















=





















1

3
1 −1 −1

3
1

3
−1

2
−1

2

1

3

1
1

2
−1

2
−1

1 1 1 1





















puis QMP =





















1

3
1 −1 −1

3
1

3
−1

2
−1

2

1

3

1
1

2
−1

2
−1

1 1 1 1





































1 1 3 3

−2 −1 −1 2

2 −1 1 2

−1 1 −3 3

















=



















−10

3
0 0 0

0
10

6
0 0

0 0 5 0

0 0 0 10

















don
 D =
1

10
QMP = Diag

(

−1

3
,
1

6
,
1

2
, 1

) 8



Dans toute la suite, on suppose que le joueur a gagné les deux premières parties.3. a. Montrer que : ∀n ∈ N,Mn = PDnP−1 2 pointsAu préalable, il faut inverser la formule qui dé�nit D : D = P−1MP ⇒ PD = PP−1MP ⇒
PD = I3MP ⇒ PD = MP ⇒ PDP−1 = MPP−1 ⇒ PDP−1 = MI3 = MEnsuite, on pro
ède par ré
urren
e, pour n ∈ N, on dé�nit l'assertion P (n) : Mn = PDnP−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔M0 = PD0P−1 ⇔ I3 = PI3P

−1
e qui est le 
as 
ar PI3P
−1 = PP−1 = I3 don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons P (n) vraiedon
 par hypothèse Mn = PDnP−1don
 Mn+1 = Mn ×M = PDnP−1PDP−1 = PDnI3DP−1 = PDnDP−1 = PDn+1P−1 i.e. P (n + 1)est vraie don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. Mn = PDnP−1b. Montrer que : ∀n > 2, Un = Mn−2U2 1,5 pointsOn pro
ède par ré
urren
e en
ore ! Pour n ∈ N, n > 2, on dé�nit Q(n) : Un = Mn−2U2Initialisation : M2−2U2 = I3U2 = U2 don
 Q(2) est vraieHérédité : soit n ∈ N, n > 2, on suppose que P (n) est vraied'après la question pré
édente, Un+1 = MUn et par hypothèse Un = Mn−2U2don
 Un+1 = MMn−2U2 = Mn−1U2 = (Mn+1−2U2, i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, n > 2, P (n) est vraie, i.e. Un = Mn−2U2
. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 , donner la première 
olonne de Mn, puis en déduire

P (En) , P (Fn) , P (Gn) et P (Hn) 2 pointsRemarque préalable : il est inutile de 
al
uler le produit Mn = PDnP−1 entier. Il su�t d'en 
al
ulerla première 
olonne. Et pour 
elà de faire le produit par la première 
olonne de gau
he à droite, 
ellede P−1, puisqu'elle su�t à obtenir la première 
olonne de DnP−1 qui elle-même su�t à obtenir 
ellede PDnP−1. On peut aussi remarquer (
e qui est quasiment la même 
hose), qu'en multipliant, Mnpar t
(

1 0 0 0
), on obtient la première 
olonne de Mn, on peut don
 faire 
ette multipli
ation ave


PDnP−1On trouve alors que Mn a pour première 
olonne
















1 1 3 3

−2 −1 −1 2

2 −1 1 2

−1 1 −3 3







































(

−1

3

)n

0 0 0

0

(

1

6

)n

0 0

0 0

(

1

2

)n

0

0 0 0 1























1

10

















−1
2

2

1

















=
1

10

















1 1 3 3

−2 −1 −1 2

2 −1 1 2

−1 1 −3 3







































−
(

−1

3

)n

2

(

1

6

)n

2

(

1

2

)n

1























=
1

10

























−
(

−1

3

)n

+ 2

(

1

6

)n

+ 6

(

1

2

)n

+ 3

2

(

−1

3

)n

− 2

(

1

6

)n

− 2

(

1

2

)n

+ 2

−2
(

−1

3

)n

− 2

(

1

6

)n

+ 2

(

1

2

)n

+ 2
(

−1

3

)n

+ 2

(

1

6

)n

− 6

(

1

2

)n

+ 3

























et 
ommme Un = Mn−2U2 et que U2 =

















1

0

0

0

















puisqu'il
a gagné les deux premières parties, Un est alors la première 
olonne de Mn−2 d'où

9



P (En) =
1

10

(

−
(

−1

3

)n−2

+ 2

(

1

6

)n−2

+ 6

(

1

2

)n−2

+ 3

)

P (Fn) =
1

10

(

2

(

−1

3

)n−2

− 2

(

1

6

)n−2

− 2

(

1

2

)n−2

+ 2

)

P (Gn) =
1

10

(

−2
(

−1

3

)n−2

− 2

(

1

6

)n−2

+ 2

(

1

2

)n−2

+ 2

) et
P (Hn) =

1

10

(

(

−1

3

)n−2

+ 2

(

1

6

)n−2

− 6

(

1

2

)n−2

+ 3

)d. Déterminer les limites, quand n tend vers +∞ de P (En) , P (Fn) , P (Gn) et P (Hn) 1 pointEt quand n→ +∞, 
omme −1

3
,
1

6
et 1

2
ont des valeurs absolues stri
tment inférieures à 1alors (−1

3

)n−2

,

(

1

6

)n−2 et (1

2

)n−2 tendent vers 0 quand n→ +∞ et don

lim

n→+∞
P (En) =

3

10
lim

n→+∞
P (Fn) =

2

10
lim

n→+∞
P (Gn) =

2

10
lim

n→+∞
P (Hn) =

3

10Nota bene : on retrouve que la somme des limites vaut 1 (
'est logique 
ar l'égalité est véri�é pour tout
n > 1 
ar 
'est un système 
omplet d'événements).4. Pour tout entier naturel k non nul, on note Xk la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur gagne la kèmepartie et qui vaut 0 sinon (X1 et X2 sont don
 deux variables 
ertaines).a. Ave
 Python, dé�nir une fon
tion SimulX3 qui permet de simuler la variable aléatoire X3 1 pointIl s'agit simplement de simuler une loi de Bernoulli de paramètre 2

3
puisque les deux premières ont étégagnées, il y a deux 
han
es sur 3 que la troisième le soit :

def SimulX3 ():

return rd. binomial (1 ,2/3)b. Pour tout entier naturel k supérieur ou égal à 2 , exprimer Ak en fon
tion de Ek et Fk 1 pointPour gagner la kème partie, le joueur peut avoir gagné ou perdu la k − 1èmeautrement dit Ak = (Ak−1 ∩Ak) ∪ (Ak−1 ∩Ak) i.e. Ak = Ek ∪ Fk
. En déduire, pour tout entier naturel k supérieur ou égal à 2 , la loi de Xk 1,5 pointsPar dé�nition P (Xk = 1) = P (Ak) = P (Ek) + P (Fk) 
ar les deux événements sont in
ompatibles,don
 d'après les résultats trouvés en 3.
. : P (Xk = 1) =

1

10

(

−
(

−1

3

)k−2

+ 2

(

1

6

)k−2

+ 6

(

1

2

)k−2

+ 3

)

+
1

10

(

2

(

−1

3

)k−2

− 2

(

1

6

)k−2

− 2

(

1

2

)k−2

+ 2

)soit P (Xk = 1) =
1

10

(

(

−1

3

)k−2

+ 4

(

1

2

)k−2

+ 5

)

et don
 Xk suit une loi de Bernouilli de paramètre 1

10

(

(

−1

3

)k−2

+ 4

(

1

2

)k−2

+ 5

)

10



5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 , on note Sn la variable aléatoire égale au nombre de partiesgagnées par le joueur lors des n premières parties.a. Cal
uler P ([Sn = 2]) en distinguant les 
as n = 2, n = 3 et n > 4 3 pointsRemarque : i
i, les parties ne sont pas indépendantes, don
 Sn ne suit pas une loi binomiale !Comme le joueur a gagné ses deux premières partiesPour n = 2, on a Sn = 2 qui est l'événement 
ertain don
 P (S2 = 2) = 1Pour n = 3 , 
omme le joueur a gagné les deux premières parties, (S3 = 2) = A3et P (S3 = 2) = 1− P (A3) = 1− 1

10

((

−1

3

)

+ 4

(

1

2

)

+ 5

)

= 1− 1

10

(−2 + 12 + 30

6

)

= 1− 40

10× 6soit P (S3 = 2) =
1

3
(on aurait également dire qu'après avoir gagné deux parties, il y a une 
han
essur trois de perdre la suivante).et pour n > 4, (Sn = 2) signi�e qu'il n'a pas gagné d'autre partie que les deux premièresdon
 (Sn = 2) =

n
⋂

k=3

Ak don
 d'après la formule des probabilités 
omposées :
P (Sn = 2) = P

(

A3

)

PA3

(

A4

)

PA3∩A4

(

A5

)

. . . PA3∩···∩An−1

(

An

)

=
1

3
× 1

2
× 2

3
× · · · × 2

3
ar quand on perd les deux pré
édentes, la probabilité de perdre la suivante est de 2

3la probabilité est de 2/3 de la 5ème à la nème partie don
 k − 5 + 1 = n− 4 foiset don
 P (Sn = 2) =
1

6

(

2

3

)n−4 pour n > 4b. Déterminer P ([Sn = n]) 2 points
(Sn = n) signi�e que le joueur a gagné toutes ses parties don
 (Sn = n) =

n
⋂

k=3

Akdon
 d'après la formule des probabilités 
omposées
P (Sn = n) = P (A3)PA3

(A4)PA3∩A4
(A5) . . . PA3∩···∩An−1

(An) =
2

3
× 2

3
× 2

3
× · · · × 2

3
ar le 
onditionnement pré
ise qu'il a gagné à 
haque fois les deux parties pré
édentesdon
 P (Sn = n) =

(

2

3

)n−2
. Pour tout entier n supérieur ou égal à 3 , é
rire Sn en fon
tion des variables Xk, puis déterminer E (Sn)en fon
tion de n 4 points
Xk 
ompte le nombre de vi
toire pour la kème partie, don
 le nombre total de vi
toires est
Sn =

n
∑

k=1

Xk et par linéarité de l'espéran
e (et sa
hant que l'espéran
e d'une loi de Bernoulli est p)
E (Sn) =

n
∑

k=1

E (Xk) = E (X1) + E (X2) +
n
∑

k=3

E (Xk) = 1 + 1 +
n
∑

k=3

1

10

(

(

−1

3

)k−2

+ 4

(

1

2

)k−2

+ 5

)

= 2+
1

10

n−2
∑

k=1

(

−1

3

)k

+
2

5

n−2
∑

k=1

(

1

2

)k

+
n− 2

2
=

n

2
+ 1 +

1

10
× −

1
3 −

(

−1
3

)n−1

1−
(

−1
3

) +
2

5
×

1
2 −

(

1
2

)n−1

1− 1
2

=
n

2
+1− 3

40

(

1

3
+

(

−1

3

)n−1
)

+
4

5

(

1

2
−
(

1

2

)n−1
)

=
n

2
+1− 1

40
+

2

5
+

9

40

(

−1

3

)n

− 8

5

(

1

2

)ndon
 E (Sn) =
n

2
+

11

8
+

9

40

(

−1

3

)n

− 8

5

(

1

2

)n11


