
Informatique - TP 6 Retour sur les premiers TP 13 - 17 o
tobre 2025Code de partage ave
 Capytale : a6e6-7631015 CorrigéOn utilisera les bibliothèques suivantes :import numpy as npimport numpy.random as rdimport numpy.linalg as alimport matplotlib.pyplot as plt1 Fon
tions, suites ré
urrentes1. Dé�nir la fon
tion f asso
iée à f : x 7→ (x+ 1)e−
x

2def f(x):return (x+1)*np.exp(-x/2)2. Dé�nir la fon
tion df asso
iée à la fon
tion dérivée de f . On en donnera une forme fa
torisée.On trouve f ′(x) =

[

1 + (x+ 1)×

(

−
1

2

)]

e−
x

2 = (1− x)
e−

x

2

2def df(x):return (1-x)*np.exp(-x/2)/23. Dé�nir la fon
tion d2f asso
iée à la dérivée se
onde de f . On en donnera une forme fa
torisée.On trouve f ′′(x) =

[

−1 + (1− x)×

(

−
1

2

)]

e−
x

2 = (x− 3)
e−

x

2

4def df(x):return (x-3)*np.exp(-x/2)/44. Tra
er la 
ourbe représentative de f ′ sur [0, 5]x=np.linspa
e(0,5,100)y=f(x)plt.plot(x,y)plt.show()5. Justi�er que |f ′(x)| 6 max(f ′(0), |f ′(3)|)) pour x > 0

f ′′(x) > 0 ⇔ x > 3don
 f ′ est dé
roissante sur [0, 3] et 
roissante sur [3,+∞[de plus f ′(0) =
1

2
et ∀x > 1, 1− x 6 0 don
 f ′(x) 6 0don
 f ′ a pour maximum f ′(0) et pour minimum f ′(3) 6 0don
 ∀x > 0, |f ′(x)| 6 max(f ′(0), |f ′(3)|))6. A l'aide d'une di
hotomie, donner un en
adrement à 10−2 près de l'unique solution ℓ de l'équa-tion f(x) = x sur R+On 
ommen
era par déterminer l'intervalle d'étude.Ave
 g(x) = f(x)−x, on trouve g(0) = 1 et g(2) = f(2)− 2 =

3

e
− 2 6 0 
ar e > 2 don
 3

e
6

3

2don
 on va débuter l'algorithme de di
hotomie sur l'intervalle [0, 2]1

https://capytale2.ac-paris.fr/web/c/a6e6-7631015


a=0b=2while b-a>10**(-3):m=(a+b)/2if f(m)>m :a=m # 
ar f(0)-0>0else :b=m # et f(2) -2<0print(m)7. Dé�nir la suite ré
urrente : u0 = 0 et, pour n ∈ N : un+1 = f(un)On peut le faire de manière ré
ursive ou ave
 un bou
le for :def u(n) : # option ré
ursiveif n==0 :return 0else :return f(u(n-1)) def u(n) : # option bou
leu=0for i in range(1,n+1):u=f(u)return u8. On admet que : pour tout n ∈ N, |un − ℓ| 6 2−n+1A l'aide de 
ette majoration, déterminer un entier n0 pour lequel un est une valeur appro
héede ℓ à 10−5 près pour tout entier n > n0Dès que 2−n+1 6 10−5, on sait que |un − ℓ| 6 10−5 
'est-à-dire que l'é
art entre un et ℓ estinférieur ou égal à 10−5, autrement dit un est une valeur appro
hée de ℓ à 10−5 près. Don
 dèsqu'un tel n0 est trouvé, 
'est a fortiori vrai pour n > n0 
ar 2−n+1 est dé
roissante.n=1while 2**(n-1) >10**(-5) :n=n+1print(n)On obtient alors 18. on aurait pu obtenir 
e résultat par une résolution algébrique de l'inéqua-tion 2−n+1 6 10−52 Suites ré
urrentes d'ordre 2On 
onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 0, u1 =
1

16
et ∀n ∈ N, un+2 =

3

4
un+1 +

3

16
un1. Dé�nir une fon
tion PremiersTermes(n) qui renvoie la listes des n + 1 premiers termes de lasuite.Exemple : PremiersTermes(4) doit renvoyer :[0, 0.0625, 0.046875, 0.046875, 0.0439453125℄La 
onstru
tion d'un liste permet de 
onstruire 
haque nouveau terme à l'aide des deux der-niers termes de la liste (on peut utiliser les 
ommandes L[-1℄ et L[-2℄ pour obtenir 
es termes).def PremiersTermes(n):L=[0,1/16℄for i in range (2,n+1) :L.append (3/4*L[ -1℄+3/16*L[-2℄)return L2. Véri�er numériquement que : +∞

∑

n=0

un = 1 2



Il su�t d'additionner les termes de la liste pré
édente pou n � grand �. On peut don
 le véri�erave
 la fon
tion pré
édente et des � grandes valeurs � de n, par exemple ave
 la 
ommandesum(PremiersTermes(100)) ou sum(PremiersTermes(1000))3. On admet qu'il existe une variable aléatoire X admettant un moment d'ordre 2, à valeurs dans
N, telle que ∀n ∈ N, P (X = n) = unCal
uler des valeurs appro
hées de E(X) et V (X) en 
al
ulant des sommes partielles.La liste PremiersTermes(100) nous donne les P (X = k) pour k ∈]]0, n[[, il su�t alros demultiplier 
haque terme par k pour obtenir une valeur appro
hée de l'espéran
e.L=PremiersTermes(100)E=[k*L[k℄ for k in range(1 ,100)℄sum(E)4. Compléter la fon
tion Python suivante permettant de 
al
uler un terme de la suite u par unefon
tion ré
ursive :Il faut distinguer les deux premiers termes, sinon, on utilise la formule ré
ursive.def SR(u0, u1, n):if n==0 :return 0elif n==1 :return 1/16else:return 3/4*SR(u0, u1, n-1)+3/16*SR(u0, u1, n)print(SR(0,1/16,100)) # pour tester3 GraphesOn 
onsidère le graphe G suivant :0 1 23 45 6 71. Dé�nir la liste d'adja
en
e L de 
e graphe.Pour rappel, il s'agit de la liste des sommets adja
ents à 
haque sommet. On se rend 
ompte,en établissant 
ette liste, que 
haque sommet est relié à quatre autres.L=[ [1, 2, 3, 5℄,[0, 2, 3, 4℄,[0, 1, 4, 7℄,[0, 1, 5, 6℄,[1, 2, 6, 7℄,[0, 3, 6, 7℄, 3



[3, 4, 5, 7℄,[2, 4, 5, 6℄℄2. Dé�nir la matri
e d'adja
en
e A de 
e graphe.On peut la dé�nir ex nihilo ou à partir de la liste d'adja
en
e 
omme nous l'avions vu aupremier T.P.def MatAdj(L):n=len(L)A=np.zeros([n, n℄)for i in range(n):for j in L[i℄:A[i, j℄=1return AA=MatAdj(L)print(A)3. Déterminer le nombre de 
haînes de longueur 4 allant du sommet 0 au sommet 2Il su�t de regarder sur la matri
e A4, le 
oe�
ient 
orrespondant à la 
olonne du sommet 0 (lapremière) et la ligne du sommet 2 (la troisième) ou l'inverse puisque la matri
e est symétrique.La 
ommande print(al.matrix_power(A, 4)[0, 2℄) donne dire
tement le résultat.4 ProbabilitésUne urne 
ontient n boules noires et b boules blan
hes, ave
 n > 1 et b > 1On e�e
tue une su

ession de tirages dans l'urne ave
 remise.On note Xk le rang d'apparition de la kème boule blan
he pour k ∈ N
∗Ainsi,X1 est le rang d'apparition de la première boule blan
he,X2 
elui de la deuxième boule blan
he,et
.On pose, pour i ∈ N

∗, Ti la variable aléatoire égale à 1 si la boule tirée au rang i est blan
he et égaleà 0 sinon.On pose en�n, X0 = 0 et, pour k ∈ N
∗, Zk = Xk −Xk−11. Quelle est la loi de Ti pour i ∈ N
∗ ?E
rire une fon
tion Tirage(n, b) permettant de simuler la loi de Ti, n et b désignant respe
-tivement le nombre de boules noires et le nombre de boules blan
hes.

Ti suit une loi de Bernoulli de paramètre p = b/(n + b)def Tirage(n, b):return rd.binomial(1, b/(n+b))2. Quelle est la loi de X1 ? E
rire une fon
tion G(n, b) permettant de simuler la loi de X1

X1 suit une loi géométrique de paramètre pdef G(n, b):return rd.geometri
(b/(n+b))3. On admet que, pour k ∈ N
∗, Zk suit la même loi que X1(a) Justi�er que Xk =

k
∑

j=1

ZjPar téles
opage, k
∑

j=1

Zj =
k

∑

j=1

(Xk −Xk−1) = Xk −X0 = Xk 
ar X0 = 04



(b) E
rire une fon
tion X(k, n, b) simulant la loi de XkAprès l'apparition de la boule blan
he k − 1, la variable aléatoire égale aux nombres detirages supplémentaires pour obtenir la boule blan
he suivante est en fait Zk puisque 
enombre de tirages est Xk −Xk−1. Et Zk suit la même loi que X1 (� le 
ompteur est remisà zéro � après 
haque boule blan
he). Don
 on va déterminer Zi pour tout i ∈ [[1, k]] et onen déduira Xk grâ
e à la question pré
édente.def X(k, n, b):x=0for j in range(k):x +=G(n, b) # 
'est en fait Zireturn x # 
ontient à la fin somme des Zi=Xk(
) Donner une valeur appro
hée de P (X2 6 5) dans le 
as n = 3 et b = 2Il s'agit de répéter, ave
 la fon
tion pré
édente, un grand nombre de fois (10 000 
i-dessous)l'expérien
e ave
 les paramètre n = 2, b = 3 et k = 2, puis de 
al
uler (à l'aide de 
omp-teur) le nombre de fois où le résultat est inférieur ou égal à 5A noter, la 
ommande [v<=5 for v in Valeurs℄ 
ontient une liste de vrai/faux relati-vement à la question 6 5 ? Et la 
ommande sum appliquée à 
ette liste donne le nombrede � vrai � 
e qui répond à notre question.On trouve une valeur appro
hée de 0, 66 pour 
ette probabilité.Valeurs=[X(2, 3, 2) for i in range(10000)℄extrait=[v<=5 for v in Valeurs℄frequen
e = np.sum(extrait)/10000print(frequen
e)
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