ECG 2 - maths appli. Devoir en temps libre n°2 Pour le 10 octobre 2025
Devoir a rendre en binome, obligatoirement.

Exercice 1 23 points

0 0 2
Onnote A= 0 1 0 | € #5R) et I la matrice identité de .#3(R)

2 00
1. a. Calculer (A—2I)(A+2I)(A—1) 2 points
00 2 200 -2 0 2
Tout d’abord : A—-2I=| 0 1 0 | =] 0 2 0 | = 0 -1 0
2 00 00 2 2 0 -2
00 2 200 2 0 2
ensuite: A+2[=10 1 0 |[+] 020 |=]030
200 00 2 2 0 2
-2 0 2 2 0 2 0 0 0
ainsi : (A —2I)(A+2I) = 0 -1 0 0301[=]0-30
2 0 =2 2 0 2 0 0 0
00 2 1 00 -1 0 2
enfmn:A-I=1010(|—-]010|=] 0 0 0
2 00 00 1 2 0 —1
0 0 0 -1 0 2 000
onendéduit: (A—20)(A+2[)(A-I)=] 0 =3 0 0 0 0 =100 0
0 0 0 2 0 —1 000
donc (A —2I)(A+2I)(A—1) =03
b. En déduire que A est inversible et déterminer A~ 1,5 points

D’apres la question précédente : (A — 21)(A+2I)(A—1) =05
Or ((A—2I)(A+20)(A—1) = (A2 —4I) (A—I) = A® — A2 — 4A 4+ 4]
on en déduit que A* — A —4A + 41 = 04

1
don A(A*— A—4I) = —AI ainsi A (7 (A>—A-— 41)) =1
1
on en déduit que la matrice A est inversible, et que A~ = —21 (A2 —A-— 4])

2. On note Ey(A) ={X € #5:(R) | AX =2X}

—2x + 2z =0
a. Résoudre le systeme suivant : -y =0 1 point
2z — 2z =0



—2x + 2z =0
xr = z
— - 0 & car Ls = —1;
y = 0
2x — 2z =0
donc I'ensemble des solutions du systeme est
& ={(z,0,2),z € R} = {x(1,0,1),z € R} = Vect((1,0,1))

b. Déterminer Fy(A) 1,5 points
x
Soit X € .3, (R) alors il existe (z,y,2) € R® tel que : X = |
2

-2 0 2 x 0 —2rxr+4+2z = 0
<~ 0 -1 0 y | =1 0| < -y = 0
2 0 -2 z 0 20 — 2z = 0
& (z,y,2) € Vect((1,0,1)) d’apres la question précédente
1 1

finalement X € Fy(A) < X € Vect 0 i.e. Ey(A) = Vect 0
1 1

c. En déduire que E5(A) est un sous-espace vectoriel de .#5;1(R) et déterminer une base de
Ey(A) 0,5 point

D’apres la question précédente, Fy(A) s’exprime comme un Vect, c’est donc un espace
1

vectoriel. De plus, par définition du Vect, | 0 | est une famille génératrice de Fy(A), et

1
elle est libre car composée d’'un vecteur non nul, ¢’est donc une base de Ey(A)

3. Déterminer de méme une base de F1(A) et E_5(A), espaces vectoriels définis par : & points

Ei(A) = {X € #:,(R) | AX =X} et E_o(A)={X € M,(R)| AX = —2X}

T

Soit X = | y | € #31(R) alors

z
XGEl(A)@AX X & A I —031
-1 0 —xz+2z = 0
& 0O 0 0 & 0 =0
20—z = 0
(
—xr+2z =
r = 0
= 0 = 0 =
z = 0
3z = 0 L3%L3+2L1




0 0 0
donc Ey(A) = yl.yveRy=qy|1],ye€R = Vect 1
0 0 0
X€eEFEy(A) & AX = 2X < (A+21)X =03,
2 0 2 T 0 20 +22z = 0
<1030 y |=10 ]|« 3y = 0
2 0 2 z 0 204+22 = 0
( r = —z
Sy =0
0 = 0 L3+ Ls—1I4
( T \ 1 1
donc E_5(A) = 0 |,yeRy=<2xz| 0 |,y€eR ;= Vect 0
(\ 7 ) -1 —1
0 1
pour les mémes raisons, | 1| et | 0 | sont des bases, respectivement de Ey(A) et de E_5(A)
0 —1
1 0 1
4. Montrer que la matrice P=| 0 1 0 est inversible et déterminer P! 2 points
10 —1
10 1100 10 11 00
01 0|01 O0O|<=]01 0|0 10 — Lo
1 0 —-1]0 0 1 00 —2|-101 — L3 — 14

A ce stade, on peut déja dire que P est inversible car elle a été réduite en une matrice triangulaire
supérieure dont les coefficients diagonaux sont non nuls.

1 1
101[10 0 ooy 0 5 ) -1,
| 01001 0 1 010(01 0
1 1 1 1
001z 0 —5 ) 5L S0 —=
5 5 2 001 5 0 5
1 0 1
2 2
on trouve donc P* =0 1 0 | (ce que I'on peut vérifier en calculant PP~
1 1
-0 —=
2 2
5. Déterminer la matrice D = P"'AP 1,5 points



0 0 2 1 0 1 2 0 -2

Dabord AP=10 1 0 01 ol=1l01 o[ donc P tAP =
200/ \1 0 -1 2 0 2
1,1 1 1 1 1
01 0 01 0= 0+0+0 0+1+0 0+0+0
1 1 1 1
1 0 1 2.0 2 2><—+0+2><<——) 0 —2><—+0+2><<——)
3 —3 2 2 2 2

donc P'AP = D = Diag(2,1, —2)
On appelle commutant de A, et on note Cy, 'ensemble des matrices M de .#3(R) telles que :

AM = MA

On appelle commutant de D, et on note Cp, 'ensemble des matrices N de .#3(R) telles que :
DN = ND

. Montrer que C4 est un sous-espace vectoriel de .#3(R) 1,5 points

De maniere évidente Cy C .#5(R) et 03 € Cy car A03 = 03 et 034 = 03

par ailleurs pour M; € Cy, My € C'y et A € R,

AAM;y + My) = A(AMy) + AMy = NAM, + AMy = AMA + My A = (MM, + M)A
donc AM; + My € C4 (i.e. C4 est stable par combinaison linéaire)

finalement, C'4 est un sous-espace vectoriel de .#Z3(R)

. Soit M € .#5(R). On note N = P~'MP. Montrer : M € C4 < N € Cp 1,5 points

Soit M € .#5(R) alors M € Cy & AM = MA < PDP*M = MPDP™!

< P'PDP'M =P 'MPDP'< DP'M =P 'MPDP ' car PP~ =1

donc M € Cy & DP*MP =P 'MPDP'P< DP'MP =P 'MPD < DN =ND
finalement M € Cy < N € Cp

. Déterminer C'p, en utilisant les coefficients des matrices. 2 points
Par définition, pour N € #3(R),N € Cp <& DN = ND
a b c a b c 20 0 2a b —2c
alorsenposant N = [ d e f|,dunepart ND = |d e f 01 0 |=1]2d e —-2f
g h 1 g h 1 0 0 =2 2g h —2
20 0 a b c 2 2b  2c
d’autre part DN =10 1 0 d e fl=| d e f
0 0 =2 g h i —29 —2h —2

donc ND = DN < 2a=2aetb=2bet —2c=2cet 2d=dete=eet —2f = f et 29 = —2¢
et h =—2het =21 = —2i

donc ND = DN & (a,e,i) €ER*etb=c=d=f=g=h=0<« N = Diag(a,e, i)
finalement Cp = {Diag(a, b,c), (a,b,c) € R3}

a 0 b
. En déduire : C4 = 0 ¢ 0 (a,b,c) € R 3 points
b 0 a

Soit M € Cy, alors comme vu & la question 7., N = P"'MP e Cp

4



10.

donc d’apres la question précédente 3(a, b, c¢) € R*, N = Diag(a, b, c)

1 0 1 1
10 1 a 0 0 9 92 a 0 ¢ 9
alors M = PNP =10 1 0 0 b 0 01 0fl=1]0o2ds o0 0
1o -1/\0oo0 ¢/ (L 1 a 0 —) |1
' 2 2 2
§a+§c 0 5(1,—50
donc M = PNP~! = 0 b
1 1 0 1 +1
2a 20 2a 20
a 0 p

donc M € Cy = I(a, B,7) €R* M = | 0 v 0
6 0 «

S N

Remarque : nous n’avons pas raisonné par équivalence, il faut donc s’assurer de I'autre inclusion.

a 0 b
réciproquement si 3(a, b, ¢) € Rg, M=10 d 0
b 0 a
00 2 a 0 b 2b 0 2a
alors d'une part AM =0 1 0 0 c0l=1]10 ¢ 0
2 00 b 0 a 2a 0 2b
a 0 b 00 2 2b 0 2a
d’autre part MA= 10 ¢ 0 01 0]l=|0 ¢ O
b 0 a 2 00 2a 0 2b
a 0 b
d’out AM = M A et donc 'autre inclusion, finalement C'y = 0 ¢ 0|l (abc)eR?
b 0 a
Déterminer une base de C'4 et la dimension de Cy 2 points
D’apres la question précédente :
1 00 00 1 0 0 0
Ca=4qalo 0 of+b]0o 0 0f+c|lo 1 0f,(abc)cR®
001 1 00 000
1 00 001 0 0 0
i.e. Cy = Vect 00O0],]000f,]0 10 = Vect(Ey, Ey, E3)

0 01 100 000

en notant Ei, Es, F5 ces trois matrices
par définition du Vect, la famille (E;, Ey, E3) forme une famille génératrice de Cy



par ailleurs, soit ()\1, )\2, )\3) € Rs, )\1E1 —+ )\2E2 —+ )\3E3 = 03

A0 Ag 0 00
alors | 0 N3 O] =10 0 0] donc A =X=2A3=0
X 0 N\ 0 0O

donc la famille (E, By, E3) est libre (et toujours génératrice de Cy), c’est donc une base de
C'4, qui de fait est un espace vectoriel de dimension 3 (car nous en avons trouvé une base qui
comporte trois éléments).



Exercice 2 Edhec 2005 17 points + 8 points pour la question 6.

Un mobile se déplace sur un axe d’origine O, et on s’intéressera uniquement aux positions dont les
coordonnées sont entieres.

Au départ, le mobile est a I'origine.

Le mobile se déplace selon la regle suivante : s’il est sur le point d’abscisse k& a l'instant n, alors, a
I'instant (n + 1) il sera sur le point d’abscisse (k + 1) avec la probabilité p (0 < p < 1) ou sur le
point d’abscisse 0 avec la probabilité 1 — p

Pour tout n de N, on note X, 1’abscisse de ce point a I'instant n et ’on a donc Xy =0

On admet que, pour tout n de N X, définit une variable aléatoire (sur un univers €2).

Par ailleurs, on note 7' I'instant auquel le mobile se trouve pour la premieére fois a l'origine (sans
compter son positionnement au départ).

Par exemple, si les abscisses successives du mobile apres son départ sont 0, 0, 1, 2, 0, 0, 1, alors on
a T = 1. Si les abscisses successives sont : 1, 2, 3,0, 0, 1, alorson a T =4

On admet que T est une variable aléatoire.

1. a. Pour tout k£ de N*, exprimer "événement (7' = k) en fonction d’événements mettant en
jeu certaines des variables Xj;. 1,5 points

Sik=1,T =k est synonyme de X; =0
Sinon, si k > 1, cela veut dire que le mobile n’est pas revenu a 'origine avant l'instant k,

donc il n’a fait qu’avancer et de fait cet événement réalise tous les événements
X1:1,X2:2,...,Xk_1:k’—1 et Xk:()

k-1
dans ce cas, [T = k| = ((][XZ = z]) N[Xk =0] = [Xp—1 =k — 1] N [Xg = 0] car la suite
i=1
([Xi = i])1<ick—1 est une suite décroissante d’événements (pour i < k, [X; = 1] C [ X} = k]
et AC B= P(A) < P(B)

b. Donner la loi de X; 0,5 point

Par définition de X, elle ne peut prendre que deux valeurs X; = 1 avec la probabilité p
et X1 = 0 avec la probabilité 1 — p. Il s’agit d'une loi de Bernoulli.

c. En déduire P (T = k) pour tout k& de N*, puis reconnaitre la loi de T’ 2 points

T suit une loi géométrique de parametre (1 — p) : en considérant le retour a 0 comme le
succes. En effet T' = k signifie que le premier retour a l'origine s’effectue a l'instant k
comme |’énoncé nous le demande, nous allons le démontrer,

d’aprés 1.3., P (T = ]{Z) =P ([Xk,1 =k— 1] N [Xk = 0]) = P(Xk,1 = k—l)P[inlzk,1]<Xk =
0) d’apres la formule des probabilités composées.

or Px, ,—x-1)(X = 0) = 1 —p d’apres I’énoncé et comme on peut le pressentir a I'aide de
notre analyse & la question 1, P(X;_; =k — 1) = p*~! (ou P(X; = k) = p* pour k > 1),
ce que nous allons montrer par récurrence.

donc pour k > 2, on définit 'assertion P(k): P(X_, =k — 1) = p*~!

Initialisation : pour k = 2 : P(2) est vraie & P(X; = 1) = p ce qui est vrai d’apres la
question précédente.

Hérédité : soit k > 2 tel que P(k) soit vraie,

d’apres la (petite) formule des probabilités totales :

P(Xk = k?) = P(Xk_l = k_l)P(Xk,I:k—l)(Xk = k)+P(Xk_1 7& k—l)P(Xk71¢k,1)(Xk = k?)
car [ X1 =k — 1] et [Xj_1 # k — 1] sont deux événements contraires

or P(Xk_lyék—l)<Xk = k) = 0 car si le mobile n’est pas a 'abscisse k — 1 a 'instant k& — 1,
il ne peut se trouver a ’abscisse k a I'instant suivant.

donc P(Xy, = k) = P(Xj—1 = k — 1)Px,_,—r—1)(Xs = k) = p" 'Pix,_,=1—1)(X), = k) par
hypothese de récurrence



or Py, ,—k—1](Xy = k) = p par définition de I'expérience,
donc P(X, = k) = p*, i.e. P(k + 1) est vraie, d’ott I'hérédité donc par théoreme de
récurrence, Vk > 2, P(k) est vraie, i.e. P(Xp_y =k —1) = p*~!

d’oll en revenant & 'égalité initiale, P (T' = k) = p"~!(1—p), on reconnait la loi géométrique
de parametre 1 — p

. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, X, () = [0, n] 2 points
Pour n € N, on définit I'assertion P(n) : X, (2) = [0, n]
Initialisation : comme l'indique 1’énoncé Xy = 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité : soit n € N, supposons P(n) vraie

soit k € X, 11(2), si k=0, alors k € [0,n + 1]

si k>0, alors k — 1 € X,,(2) par définition de I'expérience

donc par hypothese de récurrence k — 1 € [0,n] et donc k € [1,n+ 1] C [0,n + 1]

de fait dans tous les cas, k € [0,n + 1] d’ou X,,11(2) C [0,n+ 1]

mais ce n’est pas fini, il faut aussi montrer 'autre inclusion! c’est-a-dire que X, 1 peut
prendre toutes ces valeurs.

soit k € [0,n] = X,,(Q) par hypothese de récurrence), alors par définition de 'expérience
0€ X,11(2) et k+1€ X,41(Q) (le mobile peut soit avancer d’'une unité, soit revenir a
0)

autrement dit 0 € X,,411(Q) et [1,n+ 1] C X,,11(22) donc [0,n + 1] C X,,11(2)
finalement X,,11(2) C [0,n+ 1] et [0,n + 1] C X,,41(2), donc X,,41(22) = [0,n + 1], i.e.
P(n+ 1) est vérifiée, d’on 'hérédité et donc par récurrence la propriété pour tout n € N
. Pour tout n de N*, utiliser le systéme complet d’événements (X, | = k)ogkgnq pour
montrer que : P (X, =0)=1—p 1,5 points
D’apres la question précédente, X, 1(2) = [0,n — 1] donc (X1 = k)jcpc,; st un
systeme complet d’événements

donc d’apres la formule des probabilités totales,

n—1
P(X, = ZP w1 = k)Px, —i(X, = 0)
or quelle que smt la Valeur de k, Px,_ =) (X,, =0) =1—1p
donc P (X ZP L =k)( ):(1—p)nzip(xn1:k):1—p
. k=0
car Z P(X,—1 = k) = 1, puisque (X,, 1 = k) ;,,_, forme un systeme complet d’événements
k=0

. Etablir que : Vn e N, Vk € {1,2,...n+ 1}, P(Xy51=k)=pP (X, =k—1) 1 point
On peut utiliser la formule des probabibilités totales comme a la question 1.c. ou dire que
par définition de lexpérience [X,11 = k] = [X,, = k — 1] N [X,.41 = k] et donc d’apres la
formule des probabilités composées :

P(Xoi1=k)=P(X,=k—1)Px,—x-1)(Xpns1 =k)=pP (X, =k—-1)

car Py, —k-1](Xny1 = k) =p

. En déduire que : Vn € N*, Vk € {0,1,2...,n— 1}, P(X,, = k) =p" (1 —p) 1,5 points
En déduire également la valeur de P (X, =n)

Donner une explication probabiliste de ce dernier résultat. 1 point

I s’agit encore d’'une récurrence (mais pour chaque n, la propriété contient plusieurs
valeurs de k). Pour n € N*, on définit donc 'assertion P(n) : Vk € {0,1,2...,n— 1},
P(X,=k) =p"(1-p)



4. Dans cette question et dans cette question seulement, on

5.

Avec Python, et la bibliotheque numpy . random renommée rd,

a. Montrer que : Vn > 2, Z kptt =

Initialisation : pour n = 1, alors avec k € {0,1,2...,n — 1}
forcément k = 0 et P(X; =0) =1—p = p°(1 — p) comme nous I'avons vu plus haut
ce qui signifie que P(1) est vraie.

Hérédité : soit n € N* tel que P(n) soit vraie. Soit k € [0, n],

1 cas : si k = 0, alors d’apres 2.b., P(X,, =0) =1—p=p"(1 —p) ce qui est le résultat
recherché.

21m cas : si k > 0, alors d’apres 3.a. P (X, 1 = k) =pP (X, =k —1)

or par hypothese de récurrence (comme k — 1€ [0,n — 1], P (X, =k —1) = p"* (1 — p)
donc P (X,41 = k) = p"(1 — p) ce qui est le résultat recherché

finalement avec les deux cas combinés, nous avons montré que P(n + 1) est vraie, d’ou
I’hérédité et la propriété par récurrence.

d’apres la question 3.a. encore et dans le cas ou k = n + 1, on obtient,

Vne N, P (X1 =n+1)=pP (X, =n)

Nous sommes donc confrontés a une suite géométrique de raison p (on peut poser wu, =
P (X, =n), ce qui donne u, 1 = pu,)

donc Vn e NP (X,, =n)=p"P(Xo=0)=p" car P(Xp=0)=1

On peut le voir comme la réalisation de n succes dans un schéma de Bernoulli de pa-
rametres n et p, ou le succes est < le mobile avance >.

. Pour tout n € N, vérifier que Z P(X,=k) =1 1 point
k=0
D’apres la question précédente,
n—1 n—1 i n—1 i 1— pn ’ . )
Z P(X,=k)= Zp (1—-p)=(1—-p)y p"=(1-p) N (d’apres les résultats sur
k=0 k=0 k=0 —P
n—1
les sommes de termes d’une suite géométrique) et donc Z P(X,=k)=1-p"
k=
n n—1 ’
or Z P(X,=k)=)>» P(X,=k)+P(X,=n)et P(X, =n)=p" dapres la question
k=0 k=0

3.b. donc ZP(Xn:k:)zl—p"+p":1

k=0

n=int (input (’n=’))

prend p = — X=0

for k in range(l,n+1):
a=rd.random ()

on rappelle que rd.random() renvoie au hasard un nombre if a < 1/3
réel de l'intervalle [0, 1] X = X+1
Compléter le programme Python suivant pour qu’il simule else
Iexpérience aléatoire étudiée et affiche la valeur prise par X, =0
pour une valeur de n entrée par 'utilisateur. 1,5 points print (X)

Le mobile va donc faire n mouvements (ol n sera rentré par I'utilisateur). A chaque mouvement,
il y a une chance sur trois que le mobile avance, sinon il revient a ’origine.

n—1

(n—1)p" —np"' +1
k=1 (1- p)2
Une possibilité est de le montrer par récurrence,
n—1)p"—np1+1
(1-p)°

2 points

n—1
pour n > 2, on pose donc P(n) : Z kpht = (
k=1



Initialisation pour n=2

n—1
kak ! kak Loixptt=pet
k=1

(n— 1)p" . C@-DpE -2 41 pP—2%pF1 (1-p)?

= = = =1
(1—-p)? (1-p)? (1-p?  (1-p)7?
Hérédité soit n 2, tel que P(n) soit vraie
Z kpht Z kp*~t + np"! donc d’apres Phypothese de récurrence
k 1
n—1)p" — n—1 1 — 1" — n—1 1 1—2 2 n—1

E:kpml: )P np RS D) all) e +§ p+p)np

(1—m (1-p)

— 1p" — n—1 1 n—1 _ 92 n n+1 n+l 1pn 1
doncjzqufjl " —np" 4 -%nf np" +np™" _ np O%+—2M?-+

(1—p) (1-p)

donc P(n + 1) est vérifiée et donc par théoreme de récurrence, Vn > 2, P(n) est vraie.

Nota bene : une autre possibilité est de dériver les deux expressions de la fonction f(x) =
n+1

n 1_
Zxk = T 4éfinie sur | — 1, 1]
11—z

1 _ n
b. En déduire que, pour n > 2, E'(X,,) = M 1,5 points
-P
Par définition, et comme X,(Q2) = [0,n] Z kP(X = Z kP(X, = k)
k=1
or d’apres 3.b. Vke [1,n lﬂ,P(Xn—k)—pk( )et P(X,=mn)=7p"
n—1
donc F (X Z kpF(1 —p) +np" = p(1 — p) Z kp*—t 4 np"
k=1
— 1)p" — n—1 1
donc d’apres 5.a. F (X,) =p(1 —p) (n )](91 n)g; i + npp™ 1
-P
—1)p™ — n—1 1 1 — n—1
dmchmzpm )p" —np" Tt + +p( p)np
L—p L—=p
—1)p™ — n—1 1 n—1 _ n 1 —pn
dmxyE(x;)::p(” )p" —np" ' 4+ 1+ np A
L—=p L—=p

La fin est en option : un peu plus technique mais pour aller au bout du probléme.

6. a. Montrer, en utilisant la question 3.a., que:Vn € N, E (Xiﬂ) =p (E (X,%) +2F (X,) + 1)

Soit n € N, par définition, comme X,,,1(Q) = [0,n + 1], 2 points
n+1 n+1

X2) }:A;P Xpi1 =k) =Y K P(X, = k)
k=1
or Vk € [[1,n+1]] P(X,1=k)=pP(X,=k-1)

n+1
donc E (X7, ) = Z EpP(X, =k—1) = Z(z +1)*pP(X,, = i) (changement d’indice
k=1 i=0
i=k—1)
donc E (X)) =p Y _(*+2i+1)P(X, =)
=0

10



et en distribuant £ (X7, ) =p ( i2P(X, =1) + Z 2iP(X, =1) + ZP(Xn — z))

=0 =0 =0
or Y i*P(X, = i) = E(X}), 2iP(X, =1i) =2 iP(X, =i)=2E(X,) et

1=0 1=0 1=0

i P(X, =1i)=1donc E(X2,,) = p(E(X?) +2E(X,) + 1)

. Pour tout entier naturel n, on pose u, = E (X)) + (2n — 1)

p(1+p)
1—p

2 points

Montrer que wu, 1 = pu, +

pn+2

Soit n € N, par définition de w,, up11 = E (X7,,) + (2n + 1) -

donc d’apres la question précédente,
pn+2

1 = p(B(XT) +2B(X,) + 1)+ (2n+1) 1=
1—p"
L=p
donc u, 41 = pE(X2) +2p x p

or E(X,)=0p
n n+2

p p
2n + 1
T +p+(2n+ )l—p

2p2_2pn+2 +p_p2_'_(2n+1)pn+2
L—p
2 n+2 n+2 2
+p+ (2n—1 2n—1 +
I—p I—p L—p
—Up"“) p(1+p) p(1+p)
1—p + - 1—p

. En déduire 'expression de u,, puis celle de F (Xfl) en fonction de p et n 2 points

=pE(X}]) +

2
donc u,41 =p (E(Xfl) + (2n

Il s’agit d'une suite arithmético-géométrique puisqu’on peut l’écrire u,,1 = au, + b, on
cherche donc le point fixe qui vérifie

1 1 1
a:poz—i—@i.e. (1—p)a:p7(1_+§) d’oﬁa:pﬁi_—i_pz)g)
1
pour n € N, on pose v, = u,, —a, alors v, :unﬂ—a:pun—i-pi(l +p)—a Or Uy, = Uy —
-Dp
1+ 1+ 1+
doncvnﬂ:p<vn+&)+]¥—Oé:pvn+pa+p<1_;)—a:(p—l)omLLl_p)
1+ 1+ 1+ 1+ 1+
Or<p_1>a+u:_( _p)P( pg pd+p) _ _p+p)  p+p)
1—p (1—p) L—p L—p 1—p

d’olt v 41 = pu, 1.e. (Uy)nen est une suite géométrique de raison p

donc Vn € N, v, = vgp" et vg = ug — « "
+

calcul de uy : par déﬁnitionuozE(Xg)—i—(2><0—1)1p :E(Xg)—IL
=D - D
orX0:0acoupsﬁrdoncE(X§):Oet doncuoz—lL
-D
~p  pll+p  p(-p) —p(+p) 2p
et vg = — — S == 5 =
1-p (1-p) (1-p) (1-p)
2pn+1
et donc Vn € Nv,, = — 5
(1-p) » »
2p" 1 1 — 2p"
et donc Vn € Nu, =v, +a= — P +p( +p):p( +p) = 2p

(1-p? (1-p)p (1—p)?
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p
(1-p)*
Par propriété, V (X,,) = B (X2) — E(X,,)’

d. Montrer enfin que : V (X,,) = (1-@2n+1)p"(1—p) —p™*) 2 points

n+1
donc par définition de u,, : V (X,) = u, — (2n — 1) f

- B (Xn>2
donc d’apres les résultats précédents : =P

vix,) = HLER=BT o 2 P

(1-p)? 1—p (1—p)2

done v (3, = PRI C N L) S

1+p—2p"— (2n—1)p"(1 —p) — p(1 — 2p" 4+ p*"))

2

/‘\

Sk L+p—2p" — (2n—1)p" + (2n — 1)p"* — p+ 2p"*" — p*"*1)

/‘\

/‘\

(
(

2 (1 (2n + 1)p™ + (2n + 1)p"*t — pQ"H)
(

donc V (X,,) o 1—(2n+1)p"(1—p) —p™*)

A
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