
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques DS n°2 - 15 novembre 2025La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté et la pré
ision des raisonnementsreprésentent une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats.Les exer
i
es peuvent être traités dans l'ordre souhaité, sans pour autant les pana
her.Au
un do
ument ni matériel éle
tronique n'est autorisé.
Dans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy.random as rdExer
i
e 1Soit A =











2 −3 3

6 −7 6

6 −6 5









1. Montrer que −1 est valeur propre de A et déterminer E−1(A) le sous-espa
e propre asso
ié.2. Montrer que t(1, 2, 2) est un ve
teur propre de A3. En déduire une deuxième valeur propre de A et déterminer le sous-espa
e propre asso
ié.4. Déterminer une matri
e D diagonale et une matri
e P inversible telles que A = PDP−1 et justi�er que lamatri
e A est diagonalisable.5. Sans 
al
ul, montrer que A est inversible.Exer
i
e 2On désigne par I la matri
e identité de M3(R) et on pose A =











1 −1 2

−4 1 4

−4 −2 7









1. a. Cal
uler (A− 3I)2b. En déduire que A est inversible et déterminer A−1
. Montrer qu'il existe λ ∈ R tel que Sp(A) = {λ}d. A est-elle diagonalisable ?2. On note Eλ = {X ∈ M3,1(R), AX = λX}a. Montrer qu'il existe U1 et U2 deux ve
teurs de M3,1(R) que l'on déterminera tels que Eλ = Vect (U1, U2)b. La famille (U1, U2) est-elle une base de Eλ ?3. On note P =











1 0 −1

0 2 1

1 1 0









 1



a. Démontrer que P est inversible et déterminer son inverse.b. Montrer que P−1AP = T où T est la matri
e triangulaire supérieure T =











3 0 1

0 3 1

0 0 3










. Démontrer : ∀n ∈ N, P−1AnP = T n4. a. Exhiber une matri
e N ∈ M3(R) telle que T = 3I +Nb. Cal
uler N2 et en déduire Nk pour k ∈ N
. Soit n ∈ N, on admet que la formule du bin�me de Newton, s'applique à (3I +N)nExprimer T n 
omme 
ombinaison linéaire de I et de Nd. Soit n ∈ N, exprimer en�n T n 
omme 
ombinaison linéaire de I et de T5. a. Montrer que : ∀n ∈ N, An = n3n−1A− (n− 1)3nIb. Véri�er que la formule trouvée à la question pré
édente reste valable pour n = −1Exer
i
e 3On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur R+ par : ∀x ∈ R+ f(x) =







2−
ln(1 + x)

x
si x > 0

1 si x = 0On 
onsidère par ailleurs la fon
tion g dé�nie sur R+ par :
∀x ∈ R+ g(x) = x2 − 2x+ ln(1 + x)1. Justi�er que f est de 
lasse C

1 sur R∗

+ et 
ontinue sur R+On admettra que g est de 
lasse C
1 sur R+2. Etude de ga. Déterminer lim

x→+∞

g(x)b. Cal
uler g′(x) pour x > 0 et déterminer les variations de la fon
tion g sur R+
. En déduire que g s'annule une et une seule fois sur ]0,+∞[ en un réel α puis véri�er que 1 < α < 23. Quelques propriétés sur fa. Montrer que, pour x > 0, f(x) = x ⇐⇒ g(x) = 0b. Déterminer une fon
tion h de 
lasse C
1 sur R+ telle que :

∀x ∈ R
∗

+, f ′(x) =
1

x2
× h(x)
. Montrer que : ∀x ∈ R+, 0 6 h(x) 6

1

2
x2d. Donner le tableau des variations de f . Pré
iser sa limite en +∞4. On 
onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par : u0 = 1 et : ∀n ∈ N, un+1 = f (un)a. Montrer que : ∀n ∈ N, un > 0b. Montrer que : ∀n ∈ N, |un+1 − α| 6
1

2
|un − α| puis que ∀n ∈ N, |un − α| 6

1

2n
. En déduire la limite de la suite ud. Quelle est la nature de la série ∑

n>0

(un − α) ?5. Informatique, ave
 Python,a. dé�nir la fon
tion f et la représenter sur un intervalle de votre 
hoix ainsi que la droite y = xb. é
rire une fon
tion ré
ursive d'en-tête u(n) permettant le 
al
ul de un2




. 
ompléter la fon
tion suivante d'en-tête approx(epsilon) permettant de déterminer un entier n à partirduquel |un − α| 6 ε.
def approx( epsilon ):

n=0

u=1

while ...

u=...

n...

return nExer
i
e 4Soit N un entier naturel supérieur ou égal à 1. On dispose d'une urne 
ontenant N boules numérotées de 1 à N ,et on e�e
tue une su

ession illimitée de tirages d'une boule ave
 remise dans l'urne. Pour tout k ∈ N
∗, on note

Xk la variable aléatoire indiquant le numéro de la boule obtenue au kème tirage.Pour tout entier i ∈ [[1;N ]], on note Ti la variable aléatoire égale au nombre de tirages né
essaires pour obtenir inuméros distin
ts, ainsi Ti = k si on a obtenu i numéros distin
ts lors des k premiers tirages, mais seulement i− 1numéros distin
ts lors des k − 1 premiers tirages.Exemple : on suppose N = 4, si les huit premiers tirages donnent
i 1 2 3 4 5 6 7 8

Xi 2 3 3 3 1 2 1 4alors T1 = 1, T2 = 2, T3 = 5 et T4 = 8Partie A : Simulation informatique1. Soit k ∈ N
∗. Re
onnaitre la loi de Xk2. Le programme en langage Python 
i�dessous dé�nit une fon
tion � ajout � qui prend en argument une liste

L et un entier x

def ajout(L,x):

if (x in L) == False :

L. append (x)Expliquez su

in
tement 
omment et à quelle 
ondition l'exé
ution de la 
ommande ajout(L,x) modi�e laliste L3. Re
opier et 
ompléter la fon
tion Python � Simul_T � 
i�dessous.Cette fon
tion prend en argument deux entiers N ∈ N
∗ et i ∈ [[1;N ]]. Elle a pour but de simuler la variablealéatoire Ti. Dans le s
ript nous notons :� L la liste sans répétition des numéros sortis lors des tirages e�e
tués ;� k le rang du tirage en 
ours ;� x le résultat du tirage en 
ours.

def Simul_T (N,i):

L = []

k = 0

while ... :

x = rd. randint (1,N+1)

ajout(L,x)

k = ...

return (...)4. On suppose N = 3Rédiger un programme Python qui 
al
ule et a�
he la moyenne de 100 réalisations de Simul_T(3,2)Que représente le résultat obtenu par rapport à la variable aléatoire T2 ?3



Partie B : étude de T2 dans le 
as d'une urne 
ontenant trois boulesDans 
ette partie on suppose N = 3, ainsi l'urne 
ontient exa
tement trois boules numérotées 1, 2 et 35. Donner l'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire T26. Soit k > 2 un entier �xé.a. Dé
rire l'événement (T2 = k) ∩ (X1 = 1) à l'aide des événements (Xj = 1) et (Xj 6= 1) ave
 j ∈ N
∗b. En déduire P ((T2 = k) ∩ (X1 = 1))
. Montrer que P (T2 = k) =

2

3k−17. Justi�er que T2 admet une espéran
e et la 
al
uler.8. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z2 = T2 − 1Re
onnaitre une loi usuelle, retrouver l'espéran
e de T2 et donner sa varian
e.Partie C : quelques résultats dans le 
as généralOn retourne au 
as général, l'urne 
ontient N boules numérotées de 1 à NPour tout i ∈ [[1;N ]], on note Zi la variable aléatoire dé�nie par :










Z1 = 1 si i = 1

Zi = Ti − Ti−1 si i > 2La variable aléatoire Zi donne le nombre de tirages né
essaires, après le Ti−1
ème tirage, pour obtenir un numérodistin
t des i− 1 numéros déjà tirés.On admet que les variable aléatoires Z1, . . . , ZN sont indépendantes.Dé
omposition de Ti9. Soit i ∈ [[2;N ]]a. Justi�er que Zi suit la loi géométrique de paramètre N − i+ 1

Nb. Exprimer E(Zi) et V (Zi) en fon
tion de i et N . Véri�er que 
es formules restent vraies pour i = 110. Soit i ∈ [[1;N ]]. Exprimer Ti 
omme somme de Z1, . . . , ZiLoi de T311. a. Cal
uler P ((Z2 = ℓ) ∩ (Z3 = k)) pour tous ℓ et k dans N∗b. En déduire que, pour tout entier n > 2,
P (Z2 + Z3 = n) =

(N − 1)(N − 2)

2

((

2

N

)n

−
2

Nn

)
. Déterminer la loi de T3Espéran
e et 
ovarian
e12. Soit i ∈ [[1;N ]], montrer que E(Ti) = N

N
∑

k=N−i+1

1

k13. Soient i et j deux entiers tels que 1 6 i 6 j 6 N , montrer que
cov(Ti, Tj) = V (Ti)où cov(Ti, Tj) désigne la 
ovarian
e de Ti et Tj 4


