
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques DS n°2 - 15 novembre 2025Corrigé Total sur 80 points - dont réda
tion/présentation/
larté : 3 pointsDans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy.random as rdExer
i
e 1 10 pointsSoit A =








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2 −3 3

6 −7 6

6 −6 5









1. Montrer que −1 est valeur propre de A et déterminer E−1(A) le sous-espa
e propre asso
ié. 3 pointsOn va résoudre le système AX = −X ⇔ A+ I3)X = 03,1(R) où X = t(x y z) ∈M3,1(R)

⇔










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6 −6 6 0

6 −6 6 0


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0 0 0 0

0 0 0 0


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L1 ←
1

3
L1

L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 2L1

⇔ x− y + z = 0⇔ x = y − zdon
 −1 est valeur propre 
ar il existe des solutions non nulles (6= 03,1) à AX = Xet E−1(A) =
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

, (y, z) ∈ R
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
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


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



don
 E−1(A) = Vect


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


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2. Montrer que t(1, 2, 2) est un ve
teur propre de A 0,5 point
At(1, 2, 2) =











2 −3 3

6 −7 6

6 −6 5














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

1

2

2











=











2− 6 + 6

6− 14 + 12

6− 12 + 12











=
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= 2




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



1

2

2











= 2t(1, 2, 2)don
 t(1, 2, 2) est un ve
teur propre (
ar il est non nul).3. En déduire une deuxième valeur propre de A et déterminer le sous-espa
e propre asso
ié. 2 pointsComme vu à la question 2., At(1, 2, 2) = 2t(1, 2, 2) don
 2 est une valeur propre de A (
ar le ve
teur est nonnul), don
 dimE2(A) > 1par ailleurs, dimE−1(A) = 2 
ar 
'est un espa
e engendré par deux ve
teurs non proportionnels qui enforment don
 une base.don
 dimE2(A) 6 1 
ar dimE−1(A) + dimE2(A) 6 3�nalement Vect(t(1, 2, 2)) ⊂ E2(A) et dimE2(A) = dim(Vect(t(1, 2, 2))) = 1 don
 E2(A) = Vect(t(1, 2, 2))1



4. Déterminer une matri
e D diagonale et une matri
e P inversible telles que A = PDP−1 et justi�er que lamatri
e A est diagonalisable. 3 pointsOn pose D =











−1 0 0

0 −1 0

0 0 2











et P =











1 −1 1

1 0 2

0 1 2











alors
AP =











2 −3 3

6 −7 6

6 −6 5





















1 −1 1

1 0 2

0 1 2











=











−1 1 2

−1 0 4

0 −1 4











et PD =








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1 −1 1

1 0 2

0 1 2


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0 −1 0

0 0 2
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−1 0 4
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
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don
 AP = PDde plus 
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est une famille libre (
ar 
omposée d'un ve
teur non nul), ainsi que 



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
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
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


omme évoqué plus haut (
ar 
omposée de deux ve
teurs non proportionnels)don
 



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
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









est une famille libre 
ar il s'agit d'une 
on
aténation de familles libres de sous-espa
es propres distin
ts, 
'est don
 une base de M3,1(R) 
ar elle est 
omposée de 3 éléments, 
e qui est égalà la dimension de l'espa
e.don
 la matri
e P 
omposée de 
es ve
teurs est inversible, alors AP = PD ⇒ APP−1 = PDP−1 i.e.
A = PDP−1don
 par dé�nition, A est diagonalisable (
ar semblable à une matri
e diagonale)5. Sans 
al
ul, montrer que A est inversible. 1,5 points

A n'est pas inversible ⇔ 0 est valeur propre de Adon
 A est inversible ⇔ 0 n'est pas valeur propre de Aor i
i 0 n'est pas valeur propre de A (sinon il y aurait un sous-espa
e propre supplémentaire de dimensionau moins 1, 
e qui n'est pas possible 
ar la somme des dimensions des sous-espa
es propres est inférieure ouégale à 3) don
 A est inversible .Exer
i
e 2 19 pointsOn désigne par I la matri
e identité de M3(R) et on pose A =











1 −1 2

−4 1 4

−4 −2 7




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1. a. Cal
uler (A− 3I)2 1 point
(A− 3I)2 =
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−4 −2 4

−4 −2 4


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−2 −1 2

−4 −2 4

−4 −2 4


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

=











4 + 4− 8 2 + 2− 4 −4− 4 + 8

8 + 8− 16 4 + 4− 8 −8− 8 + 16

8 + 8− 16 4 + 4− 8 −8− 8 + 16











= 03b. En déduire que A est inversible et déterminer A−1 1 pointOn développe la relation pré
édente (A − 3I)2 = A2 + A(−3I) − 3IA + (−3I)2 = A2 − 6A + 9I = 032



don
 9I = 6A−A2 = A(6I −A) puis A(1

9
(6I −A)

)

= Idon
 A est inversible et A−1 =
1

9
(6I −A)
. Montrer qu'il existe λ ∈ R tel que Sp(A) = {λ} 2 pointsd'après 1.a., on sait que (x − 3)2 est un polyn�me annulateur de A et la seule ra
ine de 
e polyn�meest 3, don
 3 est la seule valeur propre possible, i.e.Sp(A) ⊂ {3}Montrons que 3 est réellement valeur propreOption A : on réduit la matri
e A− 3I

A− 3I =











−2 −1 2

−4 −2 4

−4 −2 4


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→
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

−2 −1 2

0 0 0

0 0 0











ave
 les opérations L2 ← L2 − 2L1 et L3 ← L3 − 2L1don
 A−3I n'est pas inversible 
ar elle a été réduite en une matri
e triangulaire dont plusieurs 
oe�
ientsdiagonaux sont nuls, don
 3 est valeurs propre de A et don
 Sp(A) = {3}Option B (l'idée) : par l'absurde, si A − 3I est inversible alors (A − 3I)2 = 03 ⇒ A − 3I = 03 (enmultipliant par (A− 3I)−1) 
e qui est faux d'où la 
ontradi
tiond. A est-elle diagonalisable ? 1 pointPar l'absurde : si A est diagonalisable, alors A peut s'é
rire A = PDP−1 où D est diagonale et 
ontientles valeurs propres sur la diagonale, en l'o

urren
e la valeur propre qui est 3, don
D = Diag(3, 3, 3) = 3Ialors A = P (3I)P−1 = 3PIP−1 = 3PP−1 = 3I 
e qui est faux, d'où la 
ontradi
tion ave
 l'hypothèsede départ, don
 A n'est pas diagonalisable .2. On note Eλ = {X ∈M3,1(R), AX = λX}a. Montrer qu'il existe U1 et U2 deux ve
teurs de M3,1(R) que l'on déterminera tels que Eλ = Vect (U1, U2)Soit X = t(x y z) ∈M3,1(R), alors AX = 3X ⇔ (A− 3I)X = 0 2 points
AX = 3X ⇔


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don
 E3(A) =
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= Vect (U1, U2) où U1 =
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et U2 =
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b. La famille (U1, U2) est-elle une base de Eλ ? 0,5 pointOui, 
ar d'une part elle est génératri
e de E3(A) par dé�nition du Vect, d'autre part elle est libre 
ar
U1 et U2 ne sont pas proportionnels, 
'est don
 une base de E3(A)3. On note P =











1 0 −1
0 2 1

1 1 0


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

a. Démontrer que P est inversible et déterminer son inverse. 2 pointsOn inverse la matri
e P : 3













1 0 −1 1 0 0

0 2 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1








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⇔











1 0 −1 1 0 0

0 2 1 0 1 0

0 1 1 −1 0 1


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L3 ← L3 − L1

⇔











1 0 −1 1 0 0

0 2 1 0 1 0

0 0 1 −2 −1 2








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L3 ← 2L3 − L2

⇔











1 0 0 −1 −1 2

0 2 0 2 2 −2
0 0 1 −2 −1 2











L1 ← L1 + L3

L2 ← L2 − L3au stade où P , a été réduite en une matri
e triangulaire dont les 
oe�
ients diagonaux sont non nuls,on peut a�rmer que P est inversible et en�n ave
 L2 ←
1

2
L2, on trouve P−1 =











−1 −1 2

1 1 −1
−2 −1 2








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b. Montrer que P−1AP = T où T est la matri
e triangulaire supérieure T =








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3 0 1

0 3 1

0 0 3




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1,5 points
P−1A =











−1 −1 2

1 1 −1
−2 −1 2





















1 −1 2

−4 1 4

−4 −2 7











=











−1 + 4− 8 1− 1− 4 −2− 4 + 14

1− 4 + 4 −1 + 1 + 2 2 + 4− 7

−2 + 4− 8 2− 1− 4 −4− 4 + 14











=











−5 −4 8

1 2 −1
−6 −3 6









don
 P−1AP =











−5 −4 8

1 2 −1
−6 −3 6


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
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
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−6 + 6 −6 + 6 6− 3


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
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
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
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
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



d'où l'égalité P−1AP = T
. Démontrer : ∀n ∈ N, P−1AnP = T n 1,5 pointsPar ré
urren
e ! Pour n ∈ N, on pose P (n) : P−1AnP = T nInitialisation : P (0 est vrai ⇔ P−1A0P = T 0 ⇔ P−1IP = I ⇔ P−1P = I
e qui est vrai, don
 P (0) est vraieHérédité : supposons que, pour un 
ertain n ∈ N, P (n) soit véri�éealors par hypothèse, P−1AnP = T n don
 T n+1 = TT n = P−1APP−1AnP = P−1AAnP = P−1An+1Pi.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. P−1AnP = T n4. a. Exhiber une matri
e N ∈M3(R) telle que T = 3I +N 0,5 pointLa matri
e 
her
hée est N = T − 3I =











0 0 1

0 0 1

0 0 0


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b. Cal
uler N2 et en déduire Nk pour k ∈ N 1 pointOn montre que N2 = 03 alors ∀k > 2, Nk = Nk−2N2 = Nk−203 = 03 (attention Nk−2 n'a de4



sens que pour k > 2) et pour k = 0, Nk = I et pour k = 1, Nk = N
. Soit n ∈ N, on admet que la formule du bin�me de Newton, s'applique à (3I +N)nExprimer T n 
omme 
ombinaison linéaire de I et de N 2 pointsPar dé�nition T = N + 3I, don
 en appliquant la formule du bin�me de Newton (valable en fait i
i 
ar
N et 3I 
ommutent) :
T n = (N + 3I)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

(3I)n−kNk =

1
∑

k=0

(

n

k

)

(3I)n−kNk 
ar Nk = 02 pour k > 2don
 T n =

(

n

0

)

(3I)nN0 +

(

n

1

)

(3I)n−1N1 don
 T n = 3nI + n3n−1Nd. Soit n ∈ N, exprimer en�n T n 
omme 
ombinaison linéaire de I et de T 0,5 pointComme N = T − 3I, la formule pré
édente donne :
T n = 3nI + n3n−1N = 3nI + n3n−1(T − 3I) = 3nI + n3n−1T − n3nI = 3n(1− n)I + n3n−1T5. a. Montrer que : ∀n ∈ N, An = n3n−1A− (n− 1)3nI 1,5 pointsGrâ
e à l'égalité P−1AnP = T n (3.
.), on passe d'une relation sur T n (question pré
édente) à unerelation sur An en multipliant par P et P−1 sur les 
�tés :
An = PT nP−1 = P

(

3n(1− n)I + n3n−1T
)

P−1 =
(

3n(1− n)P + n3n−1PT
)

P−1

= 3n(1− n)PP−1 + n3n−1PTP−1 don
 An = n3n−1A− (n− 1)3nI
ar P−1AP = T ⇒ AP = PT ⇒ A = PTP−1b. Véri�er que la formule trouvée à la question pré
édente reste valable pour n = −1 1 pointPour n = −1, la formule 
i-dessus donnerait A−1 = −3−2A+ 2× 3−1I = −1

9
A+

2

3
I =

1

9
(6I −A)
e qui est bien vrai d'après la question ( 1.b. )Exer
i
e 3 24 pointsOn 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur R+ par : ∀x ∈ R+ f(x) =







2− ln(1 + x)

x
si x > 0

1 si x = 0On 
onsidère par ailleurs la fon
tion g dé�nie sur R+ par : ∀x ∈ R+ g(x) = x2 − 2x+ ln(1 + x)1. Justi�er que f est de 
lasse C
1 sur R∗

+ et 
ontinue sur R+ 1,5 pointsOn admettra que g est de 
lasse C
1 sur R+

x 7→ ln(1 + x) est C
1 sur R+∗ par 
omposition de fon
tions C

1, don
 f est de 
lasse C
1 sur R∗

+ en tantqu'opérations et 
omposition de fon
tions C
1De plus, en 0 : ln(1 + x) ∼

0
x don
 par dé�nition lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1de fait lim

x→0
f(x) = 1 = f(0) don
 f est 
ontinue en 0 et don
 sur R+ (
ar C

1 sur R∗

+ implique 
ontinue)2. Etude de ga. Déterminer lim
x→+∞

g(x) 1 point
∀x > 0, x+ 1 > 1 don
 ln(x+ 1) > ln(1) = 0 par 
roissan
e de lndon
 ∀x > 0, g(x) > x2 − x or lim

x→+∞

x2 − x = lim
x→+∞

x(x− 2) = +∞ par produitdon
 par 
omparaison (théorème des gendarmes version in�nie) lim
x→+∞

g(x) = +∞5



Nota bene : on peut aussi faire une addition de limites ave
 
elle de x(x− 2) et lim
x→+∞

ln(x+ 1) = +∞par 
ompositionb. Cal
uler g′(x) pour x > 0 et déterminer les variations de la fon
tion g sur R+ 2 points
∀x > 0, g′(x) = 2x− 2 +

1

1 + x
=

(2x− 2)(1 + x) + 1

1 + x
=

2x+ 2x2 − 2− 2x+ 1

x+ 1
=

2x2 − 1

x+ 1don
, puisque x > 0, g′(x) est du signe de 2x2 − 1or 2x2−1 = (
√
2x−1)(

√
2x+1) est un polyn�me duse
ond degré, ave
 a > 0, don
 les ra
ines sont − 1√

2et 1√
2
, on en déduit le tableau des variations de g(en posantm = g

(

1√
2

), et ave
 g(0) = 0−0+0 = 0et la limite pré
édente)
x

g′(x))

g

0
1√
2

+∞- 0 +
00

mm

+∞+∞
. En déduire que g s'annule une et une seule fois sur ]0,+∞[ en un réel α puis véri�er que 1 < α < 2On peut pré
iser que g est stri
tement dé
roissante sur [0, 1√
2

] 3 pointset stri
tement 
roissante sur [ 1√
2
,+∞

[ puisque g′ ne s'annule pas en dehors de 1√
2don
 ∀x ∈ ]0, 1√

2

]

, g(x) < g(0) i.e. g(x) < 0 et don
 g ne s'annule pas sur ]0, 1√
2

]Sur [ 1√
2
,+∞

[

, g est stri
tement 
roissante et 
ontinue, don
 g induit une bije
tion de [ 1√
2
,+∞

[ sur
[m,+∞[ et 
omme nous venons de le voir g( 1√

2

)

= m < 0 don
 0 ∈ [m,+∞[de fait, 0 admet un unique anté
édent par g, i.e. g s'annule une et une seule fois sur [ 1√
2
,+∞

[ et don
,puisque g ne s'annule pas sur ]0, 1√
2

], g s'annule une et une seule fois sur ]0,+∞[ en un réel αde plus g(1) = 1− 2 + ln(2) = −1 + ln(2) < 0 
ar 2 < e⇒ ln(2) < ln(e) = 1 et g(2) = ln(3) > 0don
, g étant toujours 
ontinue, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, ∃x ∈ [1, 2], g(x) = 0 etmême x ∈]1, 2[ 
ar g(1) 6= 0 et g(2) 6= 0or α est l'unique solution de 
ette équation sur R+ don
 1 < α < 23. Quelques propriétés sur fa. Montrer que, pour x > 0, f(x) = x⇐⇒ g(x) = 0 0,5 pointPar dé�nition de f, f(x) = x⇔ 2− ln(1 + x)

x
= x⇔ 2x− ln(1 + x) = x2 (
ar x 6= 0)

⇔ x2 − 2x+ ln(1 + x) = 0⇔ g(x) = 0 par dé�nition de g d'où f(x) = x⇔ g(x) = 0b. Déterminer une fon
tion h de 
lasse C
1 sur R+ telle que : ∀x ∈ R

∗

+, f ′(x) =
1

x2
× h(x) 1 point

∀x > 0, f ′(x) = 0−
1

1+x
× x− ln(1 + x)× 1

x2
=

1

x2
×
(

ln(1 + x)− x

1 + x

)

=
1

x2
h(x)où h(x) = ln(1 + x)− x

x+ 1
et h est bien C

1 (
omme f , en tant qu'opérations et 
omposition defon
tions C
1)
. Montrer que : ∀x ∈ R+, 0 6 h(x) 6

1

2
x2 2,5 points6



Dans un premier temps, on étudie les variations de h :
∀x > 0, h′(x) =

1

1 + x
− 1

(1 + x)2
=

x

(x+ 1)2
> 0 don
 h est 
roissante sur R+Comme h(0) = ln(1) − 0 = 0, on obtient h(x) > 0 pour x > 0ensuite, on peut étudier les variations de ϕ : x 7→ h(x)− 1

2
x2 :

∀x > 0, ϕ′(x) =
1

1 + x
− 1

(1 + x)2
− x =

1 + x− 1− x(1 + x2)

(1 + x)2
= x× 1− (1 + x)2

(1 + x)2don
 ϕ′(x) est du signe de 1− (1 + x)2 
ar x > 0 et x2 > 0or x > 0⇒ 1 + x > 1⇒ (1 + x)2 > 1 par 
roissan
e de la fon
tion 
arré et don
 ∀x > 0, ϕ′(x) 6 0don
 ϕ est dé
roissante sur R+ et 
omme ϕ(0) = 0, on obtient ∀x > 0, ϕ(x) 6 0 i.e. h(x) 6 1

2
x2d'où �nalement ∀x ∈ R+, 0 6 h(x) 6

1

2
x2d. Donner le tableau des variations de f . Pré
iser sa limite en +∞ 2 pointsD'après la question 3.b., sur R∗

+, f
′(x) est du signe de h(x) don
 f ′(x) > 0 d'après la question pré
édentedon
 f est 
roissante sur R∗

+ et don
 sur R+ par 
ontinuitéde plus ∀x > 0, ln(1 + x) = ln

[

x

(

1

x
+ 1

)]

= ln(x) + ln

(

1 +
1

x

) don
 ln(1 + x)

ln(x)
= 1 +

ln
(

1 + 1

x

)

ln(x)or lim
x→+∞

ln

(

1 +
1

x

)

= ln(1 + 0) = 0 par opérations et 
ontinuité de ln et lim
x→+∞

ln(x) = +∞ don
 parquotient lim
x→+∞

ln
(

1 + 1

x

)

ln(x)
= 0 et don
 lim

x→+∞

ln(1 + x)

ln(x)
= 1 i.e. ln(1 + x) ∼ ln(x) en +∞don
, en +∞,

ln(1 + x)

x
∼ ln(x)

x
et lim

x→+∞

ln(x)

x
= 0 par 
roissan
es 
omparées,d'où lim

x→+∞

ln(1 + x)

x
= 0et don
 lim

x→+∞

2− ln(1 + x)

x
= 2 i.e. lim

x→+∞

f(x) = 2d'où le tableau de variations (par dé�nition, f(0) = 1) x

f

0 +∞

11

224. On 
onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par : u0 = 1 et : ∀n ∈ N, un+1 = f (un)a. Montrer que : ∀n ∈ N, un > 0 1 pointEn admettant que (un)n∈N soit bien dé�nie (on fait 
on�an
e à l'énon
é), ∀n ∈ N
∗, un = f(un−1)don
 un > 0 d'après l'étude de f et par ailleurs, u0 = 1 > 0 don
 ∀n ∈ N, un > 0b. Montrer que : ∀n ∈ N, |un+1 − α| 6 1

2
|un − α| puis que ∀n ∈ N, |un − α| 6 1

2n
3 pointsIl s'agit d'une question-type où l'on exploite l'inégalité des a

roissements �nis, mais pour pouvoirl'utiliser, il faut d'abord majorer |f ′| (par 1

2

omme nous le fait deviner l'énon
é)or d'après les questions 3.b.,3.
. et 3.d. ∀x ∈ R

∗

+, f
′(x) =

1

x2
h(x) > 0 et h(x) 6 x2

2don
 1

x2
h(x) 6

1

x2
× x2

2
(
ar 1

x2
> 0) i.e. |f ′(x)| = f ′(x) 6

1

2alors d'après l'inégalité des a

roissements �nis (ave
 a = α ∈ R
∗

+ et b = un ∈ R
∗

+),
|f(un)− f(α)| 6 |un − α|or f(un) = un+1 et par dé�nition g(α) = 0⇔ f(α) = α (d'après 3.a.) don
 |un+1 − α| 6 |un − α|on va alors montrer la deuxième inégalité par ré
urren
e, pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : |un − α| 6 1

2nInitialisation : P (0) est vrai ⇔ |u0 − α| 6 1 
e qui est vrai don
 P (0) est vraie
ar u0 = 1 et 1 < α < 2 don
 0 < α− 1 < 1 i.e. |u0 − α| = α− 1 < 1Hérédité : supposons que, pour un 
ertain n ∈ N, P (n) soit véri�ée7



alors par hypothèse, |un − α| 6 1

2n
don
 1

2
|un − α| 6 1

2n+1or, 
omme nous venons de le démontrer, |un+1 − α| 6 |un − α|don
 |un+1 − α| 6 1

2n+1
i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. |un − α| 6 1

2n
. En déduire la limite de la suite u 1 point
1

2n
=

(

1

2

)n

→ 0 (forme qn ave
 |q| = 1

2
< 1) et d'après la question pré
édente 0 6 |un − α| 6 1

2ndon
 d'après le théorème des gendarmes, |un − α| → 0 et don
 un → αd. Quelle est la nature de la série ∑
n>0

(un − α) ? 1 pointD'après 3.b. ∀n ∈ N, 0 6 |un − α| 6 1

2n
or ∑

n>0

1

2n

onverge (forme ∑

n>0

qn ave
 1

2n
=

(

1

2

)n)don
 d'après le théorème de 
omparaisons sur les séries à termes positifs, ∑
n>0

|un − α| 
onvergei.e. ∑

n>0

(un − α) est absolument 
onvergente et don
 
onvergente par propriété.5. Informatique, ave
 Python,a. dé�nir la fon
tion f et la représenter sur un in-tervalle de votre 
hoix ainsi que la droite y = x1,5 ptsPour gérer la double dé�nition de f (en 0 etailleurs) on 
réé la liste des ordonnées ave
 unebou
le for. On représente ensuite la fon
tion surl'intervalle [0, 10]

import numpy as np

import matplotlib . pyplot as plt

def f(x):

if x==0 :

return 1

else :

return 2-np.log (1+x)/x

x=np. linspace (0 ,10 ,100)

y=[f(a) for a in x]

plt.plot (x,y)

plt.plot (x,x)

plt.show ()b. é
rire une fon
tion ré
ursive d'en-tête u(n) permettantle 
al
ul de un 1 pointOn peut dé�nir une fon
tion ré
ursive (ou ave
 unebou
le for) : def u(n):

if n==0 :

return 1

else :

return f(u(n -1))
. 
ompléter la fon
tion suivante d'en-tête approx(epsilon) permettant de déterminer un entier n à partirduquel |un − α| 6 ε 1,5 pointsGrâ
e à l'inégalité de la question 4.b., dès lors que
1

2n
6 ε on a |un − α| 6 εCe programme n'utilise pas la fon
tion pré
édente, onaurait pu simplement faire � avan
er � n ave
 la même
on
lusion et 
on
lure ave
 u(n)

def approx ( epsilon ):

n=0

u=1

while 1/2**n> epsilon :

u=f(u)

n=n+1

return nExer
i
e 4 - EMLyon 2024 24 pointsSoit N un entier naturel supérieur ou égal à 1. On dispose d'une urne 
ontenant N boules numérotées de 1 à N ,et on e�e
tue une su

ession illimitée de tirages d'une boule ave
 remise dans l'urne. Pour tout k ∈ N
∗, on note

Xk la variable aléatoire indiquant le numéro de la boule obtenue au kème tirage.8



Pour tout entier i ∈ [[1;N ]], on note Ti la variable aléatoire égale au nombre de tirages né
essaires pour obtenir inuméros distin
ts, ainsi Ti = k si on a obtenu i numéros distin
ts lors des k premiers tirages, mais seulement i− 1numéros distin
ts lors des k − 1 premiers tirages.Exemple : on suppose N = 4, si les huit premiers tirages donnent i 1 2 3 4 5 6 7 8

Xi 2 3 3 3 1 2 1 4alors T1 = 1, T2 = 2, T3 = 5 et T4 = 8Partie A : Simulation informatique1. Soit k ∈ N
∗. Re
onnaitre la loi de Xk 0,5 pointLes boules numérotées de 1 à N ont 
ha
une la même 
han
e d'être tirée, don
 la variable aléatoire

Xk suit la loi uniforme sur [[1;N ]]2. Le programme en langage Python 
i�dessous dé�nit une fon
tion � ajout � qui prend en argument une liste
L et un entier x 1 point
def ajout(L,x):

if (x in L) == False :

L. append (x)Expliquez su

in
tement 
omment et à quelle 
ondi-tion l'exé
ution de la 
ommande ajout(L,x) modi�ela liste L

Si la liste L 
ontient déjà x, alors l'exé
ution dela 
ommande ajout(L,x) ne modi�e pas L. Sila liste L ne 
ontient pas x, alors l'exé
ution dela 
ommande ajout(L,x) ajoute une nouvelle
omposante égale à x à la �n de L3. Re
opier et 
ompléter la fon
tion Python � Simul_T � 
i�dessous. 1,5 pointsCette fon
tion prend en argument deux entiers N ∈ N
∗ et i ∈ [[1;N ]]. Elle a pour but de simuler la variablealéatoire Ti. Dans le s
ript nous notons :� L la liste sans répétition des numéros sortis lors des tirages e�e
tués ;� k le rang du tirage en 
ours ;� x le résultat du tirage en 
ours.

def Simul_T (N,i):

L = []

k = 0

while len(L)<i :

x = rd. randint (1,N+1)

ajout(L,x)

k = k + 1

return k

On e�e
tue ave
 la bou
le while, des tirages tant que nousn'avons pas obtenu i numéros distin
ts. Comme on ajouteprogressivement les nouveaux numéros dans L, on 
ontinue� tant que � la longueur de L est stri
tement plus petite que
i. On in
rémente à 
haque fois k le 
ompteur de tirages.4. On suppose N = 3 1,5 pointsRédiger un programme Python qui 
al
ule et a�
he la moyenne de 100 réalisations de Simul_T(3,2)Que représente le résultat obtenu par rapport à la variable aléatoire T2 ?

S = 0

for i in range (100):

S = S + Simul_T (3 ,2)

print(S /100)

En e�e
tuant un grand nombre de réalisations, et en 
al
ulant la moyennedes résultats obtenus pour T2 (ave
 N = 3), le nombre a�
hé sera uneapproximation de l'espéran
e E(T2) .Partie B : étude de T2 dans le 
as d'une urne 
ontenant trois boulesDans 
ette partie on suppose N = 3, ainsi l'urne 
ontient exa
tement trois boules numérotées 1, 2 et 35. Donner l'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire T2 0,5 point
T2(Ω) = N \ {0, 1} 
ar on ne peut obtenir deux numéros distin
ts qu'en au moins deux tirages et toutesles valeurs suivantes sont théoriquement possibles.6. Soit k > 2 un entier �xé. 9



a. Dé
rire l'événement (T2 = k)∩ (X1 = 1) à l'aide des événements (Xj = 1) et (Xj 6= 1) ave
 j ∈ N
∗ 1 ptSi (X1 = 1) alors la première boule tirée porte le numéro 1, et si T2 = k alors les k− 1 premières boulestirées portent toutes le même numéro, ainsi :

(T2 = k) ∩ (X1 = 1) =





k−1
⋂

j=1

(Xj = 1)



 ∩ (Xk 6= 1) = (X1 = 1) ∩ . . . ∩ (Xk−1 = 1) ∩ (Xk 6= 1)b. En déduire P ((T2 = k) ∩ (X1 = 1)) 1 pointLes tirages s'e�e
tuant ave
 remise, les variables aléatoiresX1, . . . ,Xk sont mutuellement indépendantes,d'où P ((T2 = k) ∩ (X1 = 1)) = P









k−1
⋂

j=1

(Xj = 1)



 ∩ (Xk 6= 1)





=





k−1
∏

j=1

P (Xj = k)



× P (Xk 6= 1) =

(

1

3

)k−1

× 2

3
=

2

3k

(= P (X1 = 1)× . . .× P (Xk−1 = 1)× P (Xk 6= 1))
. Montrer que P (T2 = k) =
2

3k−1
1,5 pointsOn applique la formule des probabilités totales ave
 le système 
omplet d'événements {(X1 = 1), (X1 =

2), (X1 = 3)} :
P (T2 = k) = P ((T2 = k) ∩ (X1 = 1)) + P ((T2 = k) ∩ (X1 = 2)) + P ((T2 = k) ∩ (X1 = 3))Or, les trois probabilités de 
ette somme sont égales puisque les numéros 1, 2 et 3 jouent des r�lessymétriques. Ainsi, en utilisant le résultat de la question pré
édente, on trouve :
P (T2 = k) = 3× P ((T2 = k) ∩ (X1 = 1)) = 3× 2

3k
=

2

3k−17. Justi�er que T2 admet une espéran
e et la 
al
uler. 2 pointsLa variable aléatoire T2 admet une espéran
e si la série ∑
k>2

kP (T2 = k) 
onverge (absolument)or ∑
k>2

kP (T2 = k) =
∑

k>2

k
2

3k−1
= 2

∑

k>2

k

(

1

3

)k−1La série géométrique dérivée ∑
k>1

k
1

3k−1
est 
onvergente 
ar 1

3
∈]− 1; 1[, et +∞

∑

k=1

k
1

3k−1
=

1

(1− 1

3
)2

=
9

4don
 ∑
k>2

k
1

3k−1
est 
onvergente et +∞

∑

k=2

k
1

3k−1
=

+∞
∑

k=1

k
1

3k−1
− 1 =

9

4
− 1 =

5

4don
 T2 admet une espéran
e et E(T2) = 2
+∞
∑

k=2

k
1

3k−1
= 2× 5

4
don
 E(T2) =

5

28. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z2 = T2 − 1 2 pointsRe
onnaitre une loi usuelle, retrouver l'espéran
e de T2 et donner sa varian
e.Par dé�nition et 
omme T2(Ω) = N \ {0, 1}, la variable aléatoire Z2 est à valeurs dans N∗ et,pour tout k ∈ N
∗, P (Z2 = k) = P (T2 − 1 = k) = P (T2 = k + 1) =

2

3k
=

2

3
×
(

1

3

)k−1La variable aléatoire Z2 suit la loi géométrique de paramètre p =
2

3
: Z2 →֒ G

(

2

3

)ainsi Z2 admet une espéran
e et une varian
e données par E(Z2) =
1

p
=

3

2
et V (Z2) =

1− p

p2
=

3

4
. On endéduit que T2 = Z2 + 1 admet aussi une espéran
e et une varian
e, on trouve :10



par linéarité de l'espéran
e E(T2) = E(Z2 + 1) = E(Z2) + 1 =
3

2
+ 1 don
 on retrouve E(T2) =

5

2par propriété sur la varian
e V (T2) = V (Z2 + 1) = V (Z2) don
 V (T2) =
3

4Partie C : quelques résultats dans le 
as généralOn retourne au 
as général, l'urne 
ontient N boules numérotées de 1 à NPour tout i ∈ [[1;N ]], on note Zi la variable aléatoire dé�nie par : 




Z1 = 1 si i = 1

Zi = Ti − Ti−1 si i > 2La variable aléatoire Zi donne le nombre de tirages né
essaires, après le Ti−1
ème tirage, pour obtenir un numérodistin
t des i− 1 numéros déjà tirés.On admet que les variable aléatoires Z1, . . . , ZN sont indépendantes.Dé
omposition de Ti9. Soit i ∈ [[2;N ]]a. Justi�er que Zi suit la loi géométrique de paramètre N − i+ 1

N
1 pointA partir du Ti−1

ème tirage, on 
onsidère que 
haque tirage est une épreuve de Bernoulli dont le su

èsest � obtenir l'un des N − (i− 1) numéros qui ne sont pas déjà sortis �. La variable aléatoire Zi donnealors le rang du premier su

ès dans une su

ession d'épreuves de Bernoulli indépendantes et de mêmeprobabilité de su

ès N − i+ 1

N
, par 
onséquent Zi →֒ G

(

N − i+ 1

N

)b. Exprimer E(Zi) et V (Zi) en fon
tion de i et N . Véri�er que 
es formules restent vraies pour i = 1 1 ptPar propriété sur la loi géométrique, on a :
E(Zi) =

N

N − i+ 1
et V (Zi) =

i− 1

N
×
(

N

N − i+ 1

)2

=
N(i− 1)

(N − i+ 1)2Sa
hant que Z1 = 1 de manière 
ertaine, on a E(Z1) = 1 et V (Z1) = 0, 
e qui 
orrespond aux résultatsdes formules 
i-dessus en prenant i = 110. Soit i ∈ [[1;N ]]. Exprimer Ti 
omme somme de Z1, . . . , Zi 1 pointOn a : i
∑

k=1

Zk = Z1 +
i
∑

k=2

Zk = T1 +
i
∑

k=2

Tk − Tk−1 (
ar Z1 = T1)don
 i
∑

k=1

Zk = T1 + (Ti − T1) par téles
opage don
 i
∑

k=1

Zk = TiLoi de T311. a. Cal
uler P ((Z2 = ℓ) ∩ (Z3 = k)) pour tous ℓ et k dans N∗ 1 pointSoient k > 1 et ℓ > 1 deux entiers, par indépendan
e de Z2 et Z3 et d'après les lois de Z2 et Z3 trouvéespré
édemment, on a : P ((Z2 = ℓ) ∩ (Z3 = k)) = P (Z2 = ℓ)× P (Z3 = k)don
 P ((Z2 = ℓ) ∩ (Z3 = k)) =

(

1

N

)ℓ−1

× N − 1

N
×
(

2

N

)k−1

× N − 2

N
= 2k−1 (N − 1)(N − 2)

N ℓ+k11



b. En déduire que, pour tout entier n > 2, P (Z2 +Z3 = n) =
(N − 1)(N − 2)

2

((

2

N

)n

− 2

Nn

) 2,5 ptsSoit n > 2, on dé
ompose (Z2 + Z3 = n) en une union d'événements in
ompatibles (Z2 peut varier de
1 à n− 1 et Z3 vaut le 
omplément à n) : (Z2 + Z3 = n) =

n−1
⋃

k=1

(Z2 = n− k) ∩ (Z3 = k)Il s'ensuit : P (Z2 + Z3 = n) =
n−1
∑

k=1

P ((Z2 = n − k) ∩ (Z3 = k)) =
n−1
∑

k=1

2k−1 (N − 1)(N − 2)

Nn
(d'après laquestion pré
édente)don
 P (Z2 + Z3 = n) =

(N − 1)(N − 2)

Nn

n−1
∑

k=1

2k−1 =
(N − 1)(N − 2)

Nn

n−2
∑

ℓ=0

2ℓ ave
 le 
hangementd'indi
e ℓ = k − 1don
 P (Z2 + Z3 = n) =
(N − 1)(N − 2)

Nn
× 1− 2n−1

1− 2
=

(N − 1)(N − 2)

Nn

(

2n−1 − 1
)don
 P (Z2 + Z3 = n) =

(N − 1)(N − 2)

2

((

2

N

)n

− 2

Nn

)
. Déterminer la loi de T3 1 pointLa variable aléatoire T3 est à valeurs dans [[3;+∞[[, et pour n > 3, d'après la question 10. :
P (T3 = n) = P (Z1 + Z2 + Z3 = n) = P (Z2 + Z3 = n− 1)don
 d'après la question pré
édente P (T3 = n) =

(N − 1)(N − 2)

2

(

(

2

N

)n−1

− 2

Nn−1

)

Espéran
e et 
ovarian
e12. Soit i ∈ [[1;N ]], montrer que E(Ti) = N

N
∑

k=N−i+1

1

k
1,5 pointsD'après la question 10. E(Ti) = E

(

i
∑

k=1

Zk

) puis E(Ti) =

i
∑

k=1

E(Zk) par linéarité de l'espéran
edon
 E(Ti) =
i
∑

k=1

N

N − k + 1
d'après la question 9.b.don
 E(Ti) = N

N
∑

j=N−i+1

1

j
ave
 le 
hangement d'indi
e j = N − k + 113. Soient i et j deux entiers tels que 1 6 i 6 j 6 N , montrer que cov(Ti, Tj) = V (Ti) 2,5 pointsoù cov(Ti, Tj) désigne la 
ovarian
e de Ti et TjSi j = i, on a cov(Ti, Tj) = cov(Ti, Ti) = V (Ti)Si j > i, d'après la relation de Chasles, on trouve : Tj =

j
∑

k=1

Zk =
i
∑

k=1

Zk +

j
∑

k=i+1

Zk = Ti +

j
∑

k=i+1

ZkPuis, en appliquant la linéarité à droite :
cov(Ti, Tj) = cov

(

Ti, Ti +

j
∑

k=i+1

Zk

)

= cov(Ti, Ti) + cov

(

Ti,

j
∑

k=i+1

Zk

)

= cov(Ti, Ti) +

j
∑

k=i+1

cov (Ti, Zk)d'après le lemme des 
oalitions, la variable aléatoire Ti =
i
∑

k=1

Zk est indépendante des variables aléatoires
Zi+1, . . . Zn. Ainsi cov(Ti, Zj) = 0 pour tout j ∈ [[i+ 1;N ]], d'où cov(Ti, Tj) = cov(Ti, Ti) = V (Ti)12


