ECG 2 - maths appli. Devoir en temps libre n°4 Pour le 4 décembre 2025
Corrigé Total sur 19 points

Exercice 1

+oo
1. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, I'intégrale / t"e 'dt est convergente.
0

+oo
On note pour tout entier naturel n, I,, = / t"e tdt 2 points
0
) fat n_ —t 1

On montre d’abord que pour ¢ au voisinage de +00,t"e™" = o o

neft tn+2
en effet, —— =1"e " x * =" =

2 et

¢

tn+2 tneft
or par croissances comparées lim =0ie lm ——=0
t—+oco e t—+o00 2

1
donc par définition t"e™" = o (t_Q) (en +o00)

+o0o
or / —dt converge (intégrale de Riemann, avec a > 1)
P

donc par théoreme de comparaison sur les intégrales de fonctions positives (c’est le cas de

“+oo +00
t s the), / t"e 'dt est convergente et donc par relation de Chasles, / t"etdt,
1 0

ie.| I, est convergente

b. Calculer I et I1 2 points

+o0
Par propriété du cours (car 0 = 1) / e 'dt converge et vaut 1 donc Iy = 1
0

Pour Iy, nous verrons prochainement qu’il s’agit de l'espérance d'une variable a densité
d’une loi exponentielle. En attendant, nous allons le démontrer avec une intégration par
parties. Soit A > 0, alors en posant u(t) =t et v(t) = —e ', on av/(t) =1 et v/'(t) = e,

on obtient :

A A
/ te~ldt = [—te '] — / (—e Hdt
0 0

A

/ te”ldt = Ae ™ + [—e i = Aemt 1 — e
i A 1

or lim Ae = lim — =0 (par croissances comparées) et lim e * = lim — =0
A—+o0 A5t 4 A—+o0 AStoo A
par quotient
A 400
donc lim te 'dt =1 i.e. / te 'dt converge et vaut 1,1ie. [; =1
A—+oo Jo 0
o0 —t
2. Montrer que, pour tout réel x positif, 'intégrale / T tdt est convergente. 1,5 points
0 x

Soit x > 0 alors pour t > 0, xt > 0 donc 1 +at > 1

dong, la fonction inverse étant décroissante sur |0, 400,
—t

—t
<e

0< 1 <1letdoncos S
o — e onc
1+at S+t



+oo
or / e~'dt converge (cours et il s’agit de Ij)
0

- : - : . oo et
donc par théoreme de comparaison sur les intégrales de fonctions positives : T tdt converge
0 x

—t

+oo
On considere la fonction F' définie sur [0, +oo[ par : Va € [0, +oo[, F(z)= / 1i tdt
0 x
3. Expliciter la valeur de F'(0) 0,25 point
Par définition, | F(0) =1 =1
4. Soit z et y deux réels positifs tels que x < y, montrer que F' (y) < F () 1 point

Que peut-on en déduire sur la fonction F'?

Comme vu plus plus haut, pour 0 <z <yett > 0,0< ot <ytdonc 0 < 1+at <14yt
1

; < <
14+yt ~14at 1+yt ~1+at
et les deux intégrales étant convergentes, par croissance l'intégrale (les bornes étant dans 1'ordre

+o0 —t +o0o —t

e e

croissant) / dt < / dtie.| F(y) < F(z) | autrement dit| F' est décroissante
o l1+uyt o l+at

donc

donc, la fonction inverse étant décroissante sur |0, 00|

1
5. a. Pour tout réel x positif, calculer I'intégrale / dt 1,5 points
0

14+ xt
On distinguera le cas x =0 et le cas © > 0

1 1
1% cas : si x =0, / dt:/1dt: 1
o 1+t 0

2°™M¢ cas :six >0,

LS| 1 [t 1 11 11
/o dt:—/O 1f dtz;[ln\l—i—xtqoz [ln(1+:ct)] :E(ln(1+:c)—ln1)

14 at T xt E 0

L | In(1
donc / dt = n(l +7)
o L+uat x

1t 1

e 1
b. Montrer que, pour tout réel x positif : 0 < / dt < / dt 1 point
0 0

1+ xt 1+ xt

Vt € 0,1], —t < 0 et donc par croissance de 'exponentielle 0 < e " < 1
> 0, il vient 0 < —

<
1+ at 14+at " 14 at
donc par positivité et croissance de l'intégrale (et car 0 < 1) on en déduit que :

Lot LS|
0</ dtg/ dt
o 1+uat o 1+uat

+00 et +00
c. Montrer que, pour tout réel x strictement positif : 0 < / dt < — / e tdt 1
1 1

donc en multipliant par

1+t x
point
. 1 1. et et
Ve >0,Vt > 1,14+ 2t > 1+ 2 > = donc (inverse) < —puis 0 < < —
1+at =z 1+ at T

et enfin par croissance de l'intégrale (avec les bornes rangées dans l'ordre croissant et les
intégrales convergentes, grace a Iy et Chasles pour la deuxieme)

2



14 at T T

400 e—t 1 +o0
on a donc bien| 0 < / dt < —/ e tdt
1 1

+o0 e—t +o0 e—t 1 +oo
0< / dt < / —dt = —/ e~ 'dt (car z ne dépend pas de t)
1 1 1

1+ at T

d. A l'aide des questions précédentes, déterminer la limite de F' (z) lorsque x tend vers +oo
1 eft +00 eft
F(x) = / dt + / dt par relation de Chasles 2 points
o L+t 1 1+t
1 1 1 +oo
donc 0 < F(z) < / dt + —/ e”'dt d’apres 5.b. et 5.c.
o 1+at T Jq
In(1 1 [*
donc 0 < F(z) < M + —/ e tdt d’apres 5.a.
x x Jy
In(1 In(1 1 In(1 In(X
or n(1+ ) = al +"E)x e donc lim MZOC&I lim al ):0par
T 1+z T T—+00 T X—+too X
croissance comparée et liIJP 1+ 2 = +oo d’ou le résultat par composition et par ailleurs
T—>+00
. 14z . 1 . oo .y
lim = lim 1+ —=0; et enfin lim — e”'dt = 0 (car I'intégrale converge,
T——400 €T Tr——400 €T r——+00 I
c’est donc un nombre fini) donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lilf F(z)=0
T—r+00
+oo 42—t
6. Soit z un réel positif. On admet que l'intégrale / T tdt est convergente.
0 x
+o0 +o0 t2eft
a. Montrer que : F' (z) — / e ' (1—at)dt = ;1:2/ dt 1 point
0 o 1+t

+o0
Vx > 0, par linéarité Iy — zl; = / _t(l - :Et)dt donc l'intégrale converge

+00 +oo
donc F(x) — / "1 —at)d / - / e (1 — xt)dt

“+oo
e '(1 — zt)dt par linéarité de l'intégral
A 1+l‘t ( SU) par limearite de l'immtegrale

/; (th (l—xt)) “tdt

- /+OO Sl Gl CUD A /+OO T gy
0 0 1

14 at + at

+oo +00 et
donc| F(z) — / e (1 — at)dt = 2 / C at (car 2° ne dépend pas de t)
0 o 1+t

. En déduire que : 0 < F (2) — Iy + 1, < 2%1, 1,5 points

Tout d’abord, on doit montrer que I'expression de la question précédente est positive
2t

uisque z et ¢ sont positifs, —— >0
puisq p "1+ ot

2, ,—t

t?e +00 t2€—t

+o0o
puis par positivité de l'intégrale / dt >0
0

dt > 0 et donc a:Q/
1+ at 0o l14uat
d’autre part, comme évoqué plus haut Vax > 0, par linéarité de l'intégrale :

+o0 +o0 +o00
/ e (1 —at)dt = / e tdt — :C/ tetdt = Iy — x1,
0 0 0



2 -t

de plus, Vx > 0, Vt > 0, —— < 1(vu plus haut), donc < tletcar tPet > 0

. 1+t ] 14 ot )
et donc en utilisant la croissance de l'intégrale avec les bornes rangées dans 1’ordre crois-
sant,

+00 t2 et +00
on en déduit que / dt < / t2e tdt = 221, car I, converge

des points précédents, on déduit de la question précédente que 0 < F(z)— (lo—z1;) < 2°1,

et donc que| 0 < F(z) — Iy + 2l < 2°1,

7. a. Endéduire que la fonction F' admet le développement limité a I’ordre 1 suivant au voisinage

de 0: F (z) :01—x+0(x) 1 point
x>
On a donc Vo > 0,0 < F(x) — 1 +z < 2°, d’apres la question 1.b.
F(x)—1
et donc (z #0),0 < M < xls
x

Flz)—1+=x

or lir% xly = 0 donc d’apres le théoreme des gendarmes, lir% = 0 ce qui signi-
z— T—

fie que au voisinage de 0 : F'(x) —14x = o(x) et par conséquent, | F(z) = 1 —x+ o(x)

z—0

par unicité, il s’agit la du développement limité d’ordre 1 au voisinage de 0 de F(x)

b. Montrer que F est dérivable en 0 et déterminer F’ (0) 1 point

Grace au développement limité de F' en 0,
F(zx)-F(0) F(r)-1 —z+o(z)

= = -1+ ——=
) ' L F@) —F()
l‘ —
or par définition lim M =0donc lim ————==-1
z—0 I T—-+00 x

donc | F est dérivable en 0 et F'(0) = —1

8. On admet que la fonction F' est continue sur [0, +00]
En tenant compte des propriétés démontrées dans cet exercice, tracer l'allure de la courbe
représentative de F. On fera figurer sa tangente au point d’abscisse 0 2,25 points

Par définition du développement limité d'une fonction dérivable en 0 (qui < commence par
F(0) + F'(0)z »), la tangente a la courbe de F en 0 a pour équation y =1 — x

de plus on sait que f est décroissante et qu’elle tend vers 0 quand z tend vers +oo, on peut
proposer 'allure suivante :



