
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques DS n°4 - 24 janvier 2026Sujet 1 : type E
ri
ome - EMLLa présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté et la pré
ision des raisonnementsreprésentent une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats.Les exer
i
es peuvent être traités dans l'ordre souhaité, sans pour autant les pana
her.Au
un do
ument ni matériel éle
tronique n'est autorisé.
Dans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import numpy.random as rd

Exer
i
e 1Partie 1 : loi de ParetoOn pose, pour α > 0 et tout x ∈ R : fα(x) =







0 si x < 1
α

xα+1
si x > 1Toutes les variables seront supposées dé�nies sur le même espa
e probabilisé ( Ω,A, P ). Pour une variable aléatoire

X, on notera FX sa fon
tion de répartition, et on notera RX = 1− FX la fon
tion dé�nie par :
∀x ∈ R, RX(x) = 1− FX(x)1. Montrer que, pour tout α > 0, fα est une densité de probabilité.La loi asso
iée à 
ette densité est appelée loi de Pareto de paramètre α et on dira qu'une variable aléatoirede densité fα suit la loi P(α) (loi de Pareto).2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Pareto P(α), ave
 α > 0a. Montrer que X admet une espéran
e si, et seulement si α > 1. Cal
uler alors E(X)b. Montrer que X admet une varian
e si et seulement si α > 2, et véri�er que, dans 
e 
as,

V (X) =
α

(α− 1)2(α− 2)3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Pareto P(α), ave
 α > 0a. Pour tout réel x, déterminer une expression de FX(x) et de RX(x) (on distinguera les 
as x > 1 et
x < 1).b. Montrer que, pour a > 1 et b > 0 : P[X>a](X > a+ b) =

(

a

a+ b

)α
. Déterminer lim
a→+∞

PX>a(X > a+ b)d. En supposant que X désigne la durée de vie d'un 
omposant, que signi�e 
ette valeur limite ?1



Partie 2 : simulation informatique4. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme U ([0, 1[) et λ ∈ R
∗

+Montrer que la variable −
1

λ
ln(1− U) suit la loi exponentielle de paramètre λ5. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre λ > 0Montrer que la variable eY suit la loi de Pareto de paramètre λ6. En déduire une 
ommande Python permettant de simuler une réalisation de la loi de Pareto de paramètre λPartie 3 : questions de 
onvergen
eOn suppose dans 
ette partie que α est un réel stri
tement supérieur à 2 et X une variable suivant la loi de Paretode paramètre αOn 
onsidère une suite (Xn)n∈N∗ de variables aléatoire indépendantes et de même loi que X (loi de Pareto deparamètre α > 2).On pose, pour n ∈ N

∗, Un = min (X1, . . . ,Xn) et Tn = cn

n
∑

k=1

Xk où cn est un réel.7. a. Déterminer la valeur de cn pour que : ∀n ∈ N
∗, E (Tn) = 1b. On suppose cn 
hoisi tel que E (Tn) = 1 pour tout n ∈ N

∗Cal
uler alors V (Tn) et sa la limite quand n tend vers +∞8. Soit n ∈ N
∗a. Déterminer P (Un > x) pour x < 1b. Montrer que, pour x > 1, P (Un > x) =

(

1

x

)nα
. Re
onnaître alors la loi de UnJusti�er que Un admet une espéran
e E (Un) et une varian
e V (Un) et montrer que
lim

n→+∞

E (Un) = 1 et lim
n→+∞

V (Un) = 0

Exer
i
e 2On note B = (e1, e2, e3) la base 
anonique de R
3On 
onsidère l'endomorphisme f de l'espa
e ve
toriel R3 représenté dans la base B par la matri
e A donnée par :

A =











3 −3 1

1 0 0

0 1 0











I3 (resp. 0M3(R) ) désignera la matri
e identité de M3(R) (resp. la matri
e nulle), représentant l'endomorphismeidentité id (resp. l'endomorphisme nul 0L (R3) ) de R
3 dans une base quel
onque.Partie I : étude de f1. a. Cal
uler (A− I3)

3b. En déduire que f est un isomorphisme et donner une expression de la matri
e de f−1 en fon
tion de
I3, A et A22. Montrer que A admet une seule valeur propre et que le sous-espa
e propre asso
ié est de dimension 13. A est-elle diagonalisable ?4. Soit e′2 = (f − id) (e3) et e′1 = (f − id)

(

e′2
) 2



a. Cal
uler e′2 et e′1b. Montrer que B
′ =

(

e′1, e
′

2, e3
) est une base de R

3
. Déterminer la matri
e T de f relative à la base B
′d. Donner la matri
e de passage P de B vers B

′ et une relation entre P, T et A5. On note B = A− I3a. Montrer que ∀n ∈ N, An = I3 + nB +
n(n− 1)

2
B2b. En déduire trois suites réelles (αn)n∈N , (βn)n∈N et (γn)n∈N telles que :

∀n ∈ N, An = αnI3 + βnA+ γnA
2Partie II : résolution d'une équationDans 
ette partie, on 
her
he à résoudre l'équation

E : M2 = A d'in
onnue M ∈ M3(R)On suppose dans un premier temps que 
ette équation admet des solutions et que M ∈ M3(R) est une solutionde l'équation EOn note g l'endomorphisme représenté par M suivant la base BAinsi, on remarquera que g2 = g ◦ g = f6. En utilisant un polyn�me annulateur de M , montrer que Sp(M) ⊂ {−1, 1}7. a. Montrer que, si V est un ve
teur propre de M , alors V est un ve
teur propre de Ab. En raisonnant sur la dimension du sous-espa
e propre de A, en déduire que :i. M ne peut pas avoir deux valeurs propres di�érentes,ii. si M admet une valeur propre, alors M admet une unique valeur propre, et que le sous-espa
epropre asso
ié est de dimension 18. Montrer que f
(

g
(

e′1
))

= g3
(

e′1
)

= g
(

e′1
). En déduire qu'il existe un réel µ tel que :

g
(

e′1
)

= µe′1 et µ2 = 1Quitte à 
hanger g en −g (qui est une autre solution de g2 = f ), on supposera dans la suite que :
g
(

e′1
)

= e′1Des questions pré
édentes, on obtient que M admet une et une seule valeur propre égale à 1 , et son sous-espa
e propre asso
ié est de dimension 19. Justi�er que M + I3 est inversible, puis que (M − I3)
3 = 0M3(R)10. On note N = M − I3 et on rappelle que B = A− I3a. Montrer que : N2 + 2N = Bb. Montrer que 4N2 = B2 et en déduire une expression de N en fon
tion de B et de B2, puis trouver troisréels a, b, c tels que :

M = aI3 + bA+ cA2Comparer le résultat ave
 
elui obtenu dans la question 5.b.
. Véri�er par un 
al
ul que (

aI3 + bA+ cA2
)2

= A11. Con
lure sur les solutions de E

3



Exer
i
e 3Soit n un entier naturel non nul et p un réel de ]0; 1[. On pose q = 1− pOn dispose de deux urnes, l'urne U qui 
ontient n boules numérotées de 1 à n et l'urne V qui 
ontient des boulesblan
hes en proportion pOn pio
he une boule au hasard dans U et on note X la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée.Si X prend la valeur k, on pio
he k boules dans V , une par une, ave
 remise à 
haque fois de la boule tirée, et onappelle Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blan
hes obtenues.1. Dans le 
as où n = 1, re
onnaitre la loi de YOn revient au 
as général.2. Re
onnaitre la loi de X et donner son espéran
e et sa varian
e.3. Soit k un élément de [[1, n]]. Re
onnaitre la loi de Y , 
onditionnellement à l'événement (X = k), et en déduire,en distinguant les 
as 0 6 i 6 k et k < i, la probabilité P(X=k)(Y = i)4. On rappelle les 
ommandes Python suivantes qui permettent de simuler des variables usuelles dis
rètes :� rd.randint(a,b+1) simule une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [[a, b]]� rd.binomial(n,p) simule une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramètres n, p� rd.geometric(p) simule une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramètre p� rd.poisson(a) simule une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramètre aa. Compléter le s
ript Python suivant a�n qu'il permette de simuler les variables X et Y
def simulXY (n,p):

X=

Y=

returnb. E
rire un programme Python qui 
al
ule la moyenne de 1 000 simulations de la variable aléatoire YComment peut-on interpréter le résultat ?5. a. Justi�er que l'ensemble Y (Ω) des valeurs prises par Y est égal à [[0, n]], puis montrer que :
P (Y = 0) =

q (1− qn)

n(1− q)b. E
rire, pour tout i de [[1, n]], la probabilité P (Y = i) sous forme d'une somme de n− i+ 1 termes quel'on ne 
her
hera pas à simpli�er.6. a. Soit i et k deux entiers naturels tels que 1 6 i 6 k 6 n. Montrer l'égalité : i k

i



 = k





k − 1

i− 1



b. Etablir ensuite que Y possède une espéran
e et que 
elle-
i est donnée par :
E(Y ) =

1

n

n
∑

k=1



k

k
∑

i=1





k − 1

i− 1



 piqk−i




. En déduire que E(Y ) =
(n+ 1)p

27. a. Etablir que : ∀n > 2, E(Y (Y − 1)) =
1

n

n
∑

k=2



k(k − 1)

k
∑

i=2





k − 2

i− 2



 piqk−i



b. Montrer que l'on a : ∀n > 2, E(Y (Y − 1)) =

(

n2 − 1
)

p2

3
. Véri�er que 
ette expression reste valable pour n = 1d. Exprimer, sans 
her
her à la 
al
uler, la varian
e de Y en fon
tion de E(Y (Y − 1)) et E(Y )
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