
ECG 2 - Mathématiques appliquées Mathématiques DS n°4 - 24 janvier 2026Sujet 2 : type mixte EDHEC - ESSEC - HECCorrigé Total sur 59 points - dont réda
tion/présentation/
larté : 3 pointsDans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import numpy.random as rdExer
i
e 25 points1. On pose A =

















0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 3 3
2

2 3 −2
3 1















a. Déterminer le rang de A− 3I4 où I4 est la matri
e identité d'ordre 4 4 pointsEn déduire une valeur propre λ1 pour A et le sous-espa
e propre asso
ié.
A− 3I4 =

















−3 0 1 0

0 −3 0 1

0 0 0 3/2

2 3 −2/3 −2















on note C1, C2, C3, C4 (dans 
et ordre) les 
olonnes de A− 3I4 rg (A− 3I4) = dimVect (C1, C2, C3, C4)
omme C1 = −3C3, Vect (C1, C2, C3, C4) = Vect (C2, C3, C4)soit λ2, λ3, λ4 trois réels tels que λ2C2 + λ3C3 + λ4C4 = 0la première ligne donne λ3 = 0, la troisième donne λ4 = 0 et don
 �nalement λ2 = λ3 = λ4 = 0don
 (C2, C3, C4) est libre, et génératri
e par dé�nition du Vect
'est don
 une base de Vect (C2, C3, C4) = Vect (C1, C2, C3, C4)don
 rg (A− 3I4) = 3 don
 A− 3I4 n'est pas inversible et don
 3 est une valeur propre de Aen résolvant (A− 3I4)X d'in
onnue X = t (x1, x2, x3, x4) : E3(A) = Vect
(

t(1, 0, 3, 0)
) de dimension 1.b. Cal
uler A















3

−2

6

−4















En déduire une valeur propre λ2 pour A et déterminer le sous-espa
e propre asso
ié. 2 pointsSi V = t(3,−2, 6, 4), AV = 2V don
 2 ∈ Sp(A)en résolvant le système AX = 2X d'in
onnue X = t (x1, x2, x3, x4)on trouve X = x1
t(1,−2/3, 2,−4/3) =

x1
3
V don
 E2(A) = Vect(V )
. Soit f l'endomorphisme de R

4 représenté par la matri
e A suivant la base 
anonique ( e1, e2, e3, e4 ) de
R
4i. Déterminer une base de l'image de f 2 points1



Im(f) = Vect (f (e1) , f (e2) , f (e3) , f (e4)) = Vect (f (e2) , f (e3) , f (e4)) 
ar f (e2) =
2

3
f (e1)Si λ2, λ3, λ4 sont trois réels tels que 4

∑

k−2

λkf (ek) = 0, la première ligne donne λ3 = 0, la deuxièmeligne donne λ4 = 0 et don
 λ2 = λ3 = λ4 = 0
(f (e2) , f (e3) , f (e4)) est don
 libre, et génératri
e par dé�nition du Vect, 
'est une base de Im(f)ii. Cal
uler f (3e1 − 2e2) 0,5 point
f (3e1 − 2e2) = 3× 2e4 − 2× e4 = 0iii. En déduire le noyau de f , sans résoudre de système linéaire. 1 pointD'après le théorème du rang : dimKer(f) = 4− dim Im(f) = 1 et 3e1 − 2e2 ∈ Ker(f)don
 (3e1 − 2e2) est une base de Ker(f) (famille libre à 1 élément dans un espa
e de dimension 1)iv. En déduire une valeur propre λ3 de A et le sous-espa
e propre asso
ié. 0,5 point
λ3 = 0 est valeur propre de A et E0(A) = Vect

(

t(3,−2, 0, 0)
)

= Vect((1,−2/3, 0, 0))d. Montrer que −1 est une valeur propre de A et déterminer le sous-espa
e propre asso
ié. 2 pointsOn résout (A+ I4)X = 01,4 et on trouve E−1(A) = Vect
(

t(1,−8/3,−1, 8/3)
)e. Montrer qu'il existe une matri
e inversible P de première ligne ne 
ontenant que des 1 , et telle que :

A = PDP−1 ave
 D =

















λ1 0 0 0

0 λ2 0 0

0 0 λ3 0

0 0 0 −1

















3 points
Soit P =

















1 1 1 1

0 −2/3 −2/3 −8/3

3 2 0 −1

0 −4/3 0 8/3















Les 
olonnes de P sont la 
on
aténation de familles libres de sous-espa
es propres di�érents, don
 formentune famille libre et don
 une base (4 élements dans une espa
e de dimension 4) don
 P est inversible.et ave
 D = diag(3, 2, 0,−1) par 
al
ul : AP = PD =

















3 2 0 −1

0 −4/3 0 8/3

9 4 0 1

0 −8/3 0 −8/3

















et don
 A = PDP−1On 
onsidère le système di�érentiel d'ordre 2 :
S :







2x′′ +3y′′ −4x′ −6y′ −6x −9y = 0

−6x′′ −6y′′ +14x′ +15y′ +12x +18y = 0d'in
onnues x, y, fon
tions de 
lasse C
2 sur Ret, pour tout t ∈ R : X(t) =

















x(t)

y(t)

x′(t)

y′(t)

















et X ′(t) =

















x′(t)

y′(t)

x′′(t)

y′′(t)















2. En utilisant des opérations sur S, montrer que S est équivalent à l'équation : 2 points
SD : ∀t ∈ R, X ′(t) = AX(t)2



En faisant les opérations L2 ← L1 +
1

2
L2, S ⇔







2x′′ + 3y′′ = 4x′ + 6y′ + 6x+ 9y

x′′ = 3x′ +
3

2
y′puis en faisant L1 ← L1 − 2L2 : S ⇔







3y′′ = 6x+ 9y − 2x′ + 3y′

x′′ = 3x′ +
3

2
y′don
 S ⇔











x′′ = 3x′ +
3

2
y′

y′′ = 2x+ 3y −
2

3
x′ + y′

et don
 S ⇔ X ′ = AX3. Résoudre le système SD 2,5 pointsEn posant Y (t) = P−1X(t), Y ′(t) = P−1X ′(t), pour t ∈ R,X ′ = AX ⇔ Y ′ = DY (
f. 
ours), qui se résoutfa
ilement (système diagonal)en posant Y (t) = t(y1(t) y2(t) y3(t) y4(t)) pour t ∈ R, Y ′ = DY si et seulement si il existe quatre réels
a, b, c, d tels que ∀t ∈ R, y1(t) = ae3t, y2(t) = be2t, y3(t) = c, y4(t) = de−tet don
 X est solution de X ′ = AX si, et seulement si il existe quatre réels a, b, c, d tels que :
∀t ∈ R,X(t) = PY (t) =



















ae3t + be2t + c+ de−t

−
2

3
be2t −

2

3
c−

8

3
de−t

3ae3t + 2ce2t − de−t

−
4

3
be2t +

8

3
de−t



















soit 


x(t) = ae3t + be2t + c+ de−t

y(t) = −
2

3
be2t −

2

3
c−

8

3
de−t4. Déterminer l'unique 
ouple solution (x0, y0) de S véri�ant : 2,5 points

x0(0) = 0, y0(0) = 2, x′0(0) = 1, y′0(0) = −
8

3Quelles sont les limites de x0, x
′

0, y0 et y′0 en +∞ ?On résout le système 
















a+ b+ c+ d = 0

3a+ 2b− d = 0

−
1

3
(2b+ 2c+ 8d) = 0

−
1

3
(4b+ 8d) = 0

et on trouve ∀t ∈ R, x0(t) = 1−e−t et y0(t) = −2

3
+

8

3
e−tet don
 lim

+∞

x = 1, lim
+∞

y = −
2

3
, lim

+∞

x′ = lim
+∞

y′ = 05. Soit X une solution de SD véri�ant x(0) = a, y(0) = b, x′(0) = c et y′(0) = d 3 pointsMontrer que x et y admettent une limite �nie en +∞ si et seulement si :
8c+ 3d = 0 et 2a+ 3b+ 2c+ 3d = 0Attention aux notations i
i, les a, b, c et d ne sont pas les mêmes que lors des questions pré
édentes. On
onsidère une solution qui d'après la question 3. s'é
rit :

∀t ∈ R,







x(t) = αe3t + βe2t + γ + δe−t

y(t) = −
2

3
βe2t −

2

3
γ −

8

3
δe−talors x et y admettent une limite en +∞⇔ α = β = 0et don
 ave
 les 
onditions initiales, on é
rit les liens ave
 les 
oe�
ients α+β+ γ+ δ = a . . . puis on résoutpour déterminer α et β et on obtient le résultat en é
rivant α = β = 0

3



Problème - une propriété limite des lois de Pareto 31 pointsQuestion préliminaireSoit g une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I, à valeurs réelles.1. a. Montrer que pour tout α et β dans I tels que α < β, 1 point
1

β − α

∫ β

α

g(t) dt =

∫ 1

0
g
(

α+ (β − α)x
)

dxLe 
hangement de variable t = α+ (β − α)x donne dire
tement le résultat :
1

β − α

∫ β

α

g(t)dt =

∫ 1

0
g(α+ (β − α)x)dxb. Soit a, b, c, d dans I tels que a < c < d < b 3 pointsOn suppose g dé
roissante sur I, établir l'en
adrement :

1

b− c

∫ b

c

g(t) dt 6
1

d− c

∫ d

c

g(t) dt 6
1

d− a

∫ d

a

g(t) dtAve
 l'égalité 
i-dessus, l'en
adrement 
her
hé est équivalent à :
∫ 1

0
g(c + (b− c)x)dx 6

∫ 1

0
g(c + (d− c)x)dx 6

∫ 1

0
g(a + (d− a)x)dxOr on a a < c < d < b don
 pour tout x ∈ [0; 1](x > 0) :

d < b =⇒ d− c 6 b− c =⇒ (d− c)x 6 (b− c)x =⇒ c+ (d− c)x 6 c+ (b− c)xet par dé
roissan
e de g, g(c + (b− c)x) 6 g(c+ (d− c)x)en intégrant l'inégalité sur [0; 1] on obtient l'inégalité de gau
he.d'autre part on a [c+ (d− c)x]− [a+ (d− a)x] = (c− a) + (a− c)x = (c− a)(1− x) > 0sur [0; 1], 
ar 1− x > 0 et c− a > 0d'où c+ (d− c)x > a+ (d− a)x et par dé
roissan
e de g, g(c+ (d− c)x) 6 g(a+ (d− a)xen intégrant l'inégalité sur [0; 1], on obtient l'inégalité de droite.l'en
adrement ∫ 1

0
g(c + (b− c)x)dx 6

∫ 1

0
g(c+ (d− c)x)dx 6

∫ 1

0
g(a+ (d− a)x)dxest don
 vrai et par équivalen
e des deux résultats, on a bien :

1

b− c

∫ b

c

g(t)dt 6
1

d− c

∫ d

c

g(t)dt 6
1

d− a

∫ d

a

g(t)dtPartie I - Partie fra
tionnaire d'une variable à densitéPour tout réel x positif ou nul :� on note [x] la partie entière de x. On rappelle qu'il s'agit de l'unique entier naturel n qui véri�e l'en
adrement :
n 6 x < n+ 1� on note {

x
}

= x− [x], que l'on appelle la partie fra
tionnaire de xPar exemple, si x = 12, 34, alors [x] = 12 et {x} = 0, 34Dans 
ette partie, X désigne une variable aléatoire à valeurs réelles admettant une densité f qui véri�e les pro-priétés :� f est nulle sur ]−∞, 0[� la restri
tion de f à [0,+∞[ est 
ontinue et dé
roissante.On pose M = f(0), 
'est le maximum de f sur RSoit Y =
{

X
}

= X −
[

X
], la variable aléatoire égale à la partie fra
tionnaire de XOn note FY la fon
tion de répartition de Y 4



2. Que vaut FY (y) lorsque y < 0 ? Que vaut FY (y) lorsque y > 1 ? 1,5 pointsOn justi�era les réponses.Pour tout x ∈ R on a ⌊x⌋ 6 x don
 {x} = ⌊x⌋ − x > 0d'où pour tout y < 0, FY (y) = P(Y 6 y) = P({X} 6 y) = 0 
ar 
'est un événement impossibled'autre part on a x < [x] + 1 don
 {x} = x− [x] < 1pour tout x ∈ R d'où pour tout y > 1, FY (y) = P(Y 6 y) = 1 
ar 
'est un événement 
ertain.3. Justi�er l'égalité entre les événements : (Y = 0) =
⋃

n∈N

(X = n) 2 pointsEn déduire : FY (0) = 0On transforme l'événement par équivalen
e :
Y = 0⇐⇒ {X} = 0⇐⇒ X − [X] = 0⇐⇒ X = [X]⇐⇒ X ∈ Zde plus on sait que X est à valeurs dans R+don
 ne peut être négatif, 
e qui donne : Y = 0⇐⇒ X ∈ NOn en déduit bien que (Y = 0) =

⋃

n∈N

(X = n)la réunion est in
ompatible, on en déduit (X est à densité) : P(Y = 0) =

+∞
∑

n=0

P(X = n) =

+∞
∑

n=0

0 = 0d'où le résultat 
ar FY (0) = P(Y 6 0) = P(Y < 0) + P(Y = 0) = 0 + 04. Soit y un réel de l'intervalle ]0, 1[a. Montrer l'égalité : FY (y) =
+∞
∑

n=0

∫ n+y

n

f(t) dt 3 pointsSoit y un réel de l'intervalle ]0, 1[.ave
 le système 
omplet d'événements (⌊X⌋ = n)n∈N, les probabilités totales donnent :
FY (y) = P(Y 6 y) = P(X − ⌊X⌋ 6 y) =

+∞
∑

n=0

P[(X − ⌊X⌋ 6 y) ∩ (⌊X⌋ = n)]

=

+∞
∑

n=0

P[(X 6 n+ y) ∩ (⌊X⌋ = n)] =

+∞
∑

n=0

P[(X 6 n+ y) ∩ (n 6 X < n+ 1)]or on a supposé que y < 1, don
 n+ y < n+ 1 en�n : (X 6 n+ y) ∩ (X < n+ 1) = (X 6 n+ y)
e qui donne (X est à densité et sa densité est f ) : FY (y) =

+∞
∑

n=0

P(n 6 X 6 n+ y) =

+∞
∑

n=0

∫ n+y

n

f(t)dtb. Montrer, en utilisant la question préliminaire, les inégalités : 2 points� Pour tout n entier naturel, ∫ n+y

n

f(t) dt > y

∫ n+1

n

f(t) dt� Pour tout n entier naturel non nul, ∫ n+y

n

f(t) dt 6 y

∫ n+y

n−1+y

f(t) dtPour tout n ∈ N on a n < n+ y < n+ 1 et f est dé
roissante et 
ontinue sur R+don
 en appliquant lerésultat préliminaire ave
 c = n, b = n+ 1 et d = n+ y :
1

n+ 1− n

∫ n+1

n

f(t)dt 6
1

n+ y − n

∫ n+y

n

f(t)dt et don
 y

∫ n+1

n

f(t)dt 6

∫ n+y

n

f(t)dtpuis pour tout n > 1 on a n − 1 + y < n < n + y 
ar 0 < y < 1 et f est dé
roissante et 
ontinue sur
R
+don
 en appliquant le préliminaire ave
 c = n, a = n− 1 + y et d = n+ y :

1

n+ y − n

∫ n+y

n

f(t)dt 6
1

n+ y − (n− 1 + y)

∫ n+y

n−1+y

f(t)dt et don
 ∫ n+y

n

f(t)dt 6 y

∫ n+y

n−1+y

f(t)dt
. En déduire : y ∫ +∞

0
f(t) dt 6 FY (y) 6

∫ y

0
f(t) dt+ y

∫ +∞

y

f(t) dt, puis l'en
adrement 3,5 points
y 6 FY (y) 6 y +MOn somme de 0 à +∞ la première inégalité du b. : y ∫ +∞

0
f(t)dt 6

+∞
∑

k=0

∫ n+y

n

f(t)dt = FY (y)pour l'inégalité de droite, on somme la deuxième inégalité du b. pour k allant de 1 à +∞ :5



y

∫ +∞

y

f(t)dt >
+∞
∑

k=1

∫ n+y

n

f(t)dten�n on ajoute ∫ y

0
f(t)dt des deux 
�tés et on obtient : ∫ y

0
f(t)dt+ y

∫ +∞

y

f(t)dt > FY (y)
e qui donne bien : y ∫ +∞

0
f(t)dt 6 FY (y) 6

∫ y

0
f(t)dt+ y

∫ +∞

y

f(t)dtde plus X est à valeurs positives don
 :
∫ +∞

0
f(t)dt = 1 = P(X > 0) = 1 et l'inégalité de gau
he donne y 6 FY (y)de plus on a ∫ +∞

y

f(t)dt =

∫ +∞

0
f(t)dt−

∫ y

0
f(t)dt = 1−

∫ y

0
f(t)dt 6 1 par positivité de l'intégraleen e�et f(t) > 0 et les bornes sont dans l'ordre 
roissant don
 ∫ y

0
f(t)dt > 0on en déduit que FY (y) 6

∫ y

0
f(t)dt+ yen�n on pour tout t ∈ [0; y], par dé
roissan
e de f, f(t) 6 f(0) = M don
 en intégrant ave
 des bornesdans l'ordre 
roissant : ∫ y

0
f(t)dt 6

∫ y

0
Mdt = My 6 M 
ar y 6 1
ela donne bien FY (y) 6 y +M , puis : y 6 FY (y) 6 y +MPartie II - Premier 
hi�re signi�
atif d'une variable de ParetoPour tout réel λ stri
tement positif, on dé�nit la fon
tion gλ sur R par gλ : x 7→







λ

xλ+1
si x > 1

0 sinon5. Montrer que pour tout réel λ stri
tement positif, gλ est une densité de probabilité sur R (loi dite de Pareto).1,5 points
gλ est une fon
tion à valeurs positives, 
ontinue sur ]−∞; 1[ et sur ]1;+∞[, il reste à véri�er que ∫ +∞

−∞

gλ(t)dt
onverge et vaut 1 .par dé�nition, ∫ +∞

−∞

gλ(t)dt =

∫ 1

−∞

0dt +

∫ +∞

1

λ

tλ+1
dt 
ar ∫ 1

−∞

gλ(t)dt 
onverge et vaut 0 et ∫ 1

−∞

gλ(t)dt
onverge en tant que 
ombinaison linéaire d'une intégrale de Riemann 
onvergente (λ+ 1 > 1)et pour x > 1, ∫ x

1
gλ(t)dt =

[

λt−λ

−λ

]x

1

= −
1

xλ
+1 −−−−→

x→+∞

1 
ar λ > 0, don
 lim
x→+∞

xλ = +∞ et lim
x→+∞

1

xλ
= 0On en déduit que ∫ +∞

−∞

gλ(t)dt 
onverge et vaut 1, et gλ est une densité de probabilité.Dans toute la suite, on note Zλ une variable aléatoire admettant gλ pour densité.6. Déterminer la fon
tion de répartition Gλ de Zλ 1,5 points
f est une densité (et admet des limites �nies à droite et à gau
he en tout point) don
pour tout x ∈ R, Gλ(x) =

∫ x

−∞

gλ(t)dtpour tout x < 1, Gλ(x) = P(Z 6 x) =

∫ x

−∞

0dt = 0pour tout x > 1, Gλ(x) = P(Z 6 x) =

∫ 1

−∞

0dt+

∫ x

1

λ

tλ+1
dt = 0 +

[

λt−λ

−λ

]x

1

= −
1

xλ
+ 1on rassemble : Gλ(x) =







0 si x < 1

1−
1

xλ
si x > 17. On note ln la fon
tion logarithme népérien, et log la fon
tion logarithme dé
imal.Cette fon
tion est dé�nie sur ]0,+∞[ par : log(x) = ln(x)

ln(10)
pour tout réel x stri
tement positif.6



On pose Xλ = log
(

Zλ

), et on note Fλ la fon
tion de répartition de Xλa. Etablir, pour tout réel x, l'égalité : Fλ(x) = Gλ

(

10x
) 1 pointPour tout x ∈ R, Fλ(x) = P (Xλ 6 x) = P (log (Zλ) 6 x) = P

(

ln (Zλ)

ln 10
6 x

)

= P(ln (Zλ) 6 x ln 10) = P
(

Zλ 6 ex ln 10
)

= P(Zλ 6 10x)

= Gλ (10
x)b. En déduire que Xλ suit une loi exponentielle dont on pré
isera le paramètre en fon
tion de λ 2 pointsOn en déduit que : Fλ(x) =











0 si 10x < 1

1−
1

(10x)λ
si 10x > 1On résout les inéquations ( ave
 ln(10) > 0 
ar 10 > 1) :

10x < 1⇐⇒ x ln(10) < ln(1)⇐⇒ x < 0 don
 10x > 1⇐⇒ x > 0en�n on 
al
ule (10x)λ = 10λx = eλx ln(10) et on obtient : Fλ(x) =







0 si x < 0

1− e−[λ ln(10)]x si x > 0et Xλ suit don
 une loi exponentielle de paramètre λ ln(10)8. On pose Yλ =
{

Xλ

}, la partie fra
tionnaire de Xλ 3 pointsMontrer, en utilisant les résultats de la partie I, que pour tout réel y de l'intervalle ]0, 1[ :
lim

λ→0+
P
(

Yλ 6 y
)

= yEn déduire que, pour tout y, lorsque λ tend vers 0+, P (

Yλ 6 y
) tend vers FT (y) où FT est la fon
tion derépartition d'une variable aléatoire T suivant une loi usuelle, loi que l'on pré
isera.On dit alors que Yλ 
onverge en loi vers la variable aléatoire TD'après le 
ours, la fon
tion, f(x) =







0 si x < 0

λ ln(10)e−λ ln(10)x si x > 0
est une densité de Xλ, qui de plusest nulle sur R

−∗, 
ontinue, dé
roissante et stri
tement positive sur R
+don
 les résultats de la partie Is'appliquent.On en déduit que pour tout y ∈]0; 1[, y 6 FYλ

(y) 6 y + f(0) = y + λ ln(10)or lim
λ→0+

λ ln(10) = 0 don
 par en
adrement, lim
λ→0+

FYλ
(y) = lim

λ→0+
P (Yλ 6 y) = yIl reste à prouver que : ∀y ∈]−∞; 0], lim

λ→0+
P (Yλ 6 y) = 0 et ∀y ∈

[

1;+∞

[

, lim
λ→0+

P (Yλ 6 y) = 1or la partie I montre que la fon
tion de répartition de Yλ véri�e exa
tement 
es deux propriétés (nulle sur
R
−et égale à 1 sur [1;+∞[)En passant à la limite pour λ→ 0 on obtient le résultat.D'où en posant une variable aléatoire Y suivant la loi uniforme sur [0; 1] on a ∀y ∈ R, lim

λ→0+
FYλ

(y) = FY (y)et Yλ 
onverge en loi vers Y quand λ tend vers 0 par valeurs positives.9. Pour tout réel x supérieur ou égal à 1, on note α(x) le premier 
hi�re dans l'é
riture dé
imale de x. C'est unentier de l'intervalle [[1, 9]]Par exemple, α(50) = 5 et α(213, 43) = 2a. Pour tout k ∈ [[1, 9]], montrer l'équivalen
e : α(x) = k ⇔
{

log(x)
}

∈
[

log k, log(k + 1)
[ 3 pointsQuestion di�
ile.

α(x) = k signi�e qu'il existe n ∈ N tel que
k × 10n 6 x < (k + 1)× 10n(où n = 0 si 1 6 x < 10, n = 1 si 10 6 x < 100, n = 2 si 100 6 x < 1000, et
...d'où α(x) = k ⇐⇒ ∃n ∈ N, ln k + n ln 10 6 lnx < ln(k + 1) + n ln 10

⇐⇒ ∃n ∈ N,
ln k

ln 10
+ n 6

lnx

ln 10
<

ln(k + 1)

ln 10
+ n

⇐⇒ ∃n ∈ N, log(k) + n 6 log x < log(k + 1) + n7



montrons alors que n est la partie entière de log(x) :Pour tout k ∈ [1; 9], log 1 = 0 6 log k 6 log 9 =
ln 9

ln 10
< 1 don
 on a log x > n 
ar ln k > 0d'autre part pour tout k ∈ [1; 9], log(k + 1) 6 log 10 = 1 don
 log x < n+ 1on obtient que n 6 log x < n+ 1 et n ∈ N don
 n = ⌊log x⌋en remplaçant on obtient :

α(x) = k ⇐⇒ log k + ⌊log x⌋ 6 log x < log(k + 1) + ⌊log x⌋ ⇐⇒ log k 6 log x− ⌊log x⌋ < log(k + 1)

⇐⇒ log k 6 {log x} < log(k + 1)⇐⇒ {log(x)} ∈ [log k, log(k + 1)[.b. On note Cλ = α
(

Zλ

) la variable aléatoire prenant 
omme valeur le premier 
hi�re de Zλ 3 pointsMontrer, pour tout k ∈ [[1, 9]] : lim
λ→0+

P (Cλ = k) = log

(

1 +
1

k

)Cette loi limite obtenue pour le premier 
hi�re de Zλ est appelée loi de Benford.Pour tout λ > 0 et tout k ∈ [[1; 9]] on a :
P (Cλ = k) = P (α (Zλ) = k) = P (log k 6 {logZλ} < log(k + 1)) = P (log k 6 Yλ < log(k + 1))Or Yλ 
onverge en loi vers une variable aléatoire Y suivant la loi uniforme sur [0; 1] lorsque λ tend vers

0+don

lim

λ→0+
P (log k 6 Yλ < log(k + 1)) = P(log k 6 Y < log(k + 1))
omme k ∈ [[1; 9]], on a vu que 0 6 log(k) 6 1don
 FY (log(k)) = log(k) et FY (log(k + 1)) = log(k + 1)et en�n :

P (Cλ = k) = log(k + 1)− log(k) =
ln(k + 1)− ln k

ln(10)
=

ln
(

k+1
k

)

ln(10)
= log

(

k + 1

k

)

= log

(

1 +
1

k

).
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