
ECG 2 - maths appliquées Mathématiques 3 mars 2026Con
ours blan
 - épreuve 1 - sujet 1 : type E
ri
omeCorrigé Total sur 81 points - dont réda
tion/présentation/
larté : 3 pointsExer
i
e 1 - E
ri
ome 2011 26 pointsOn 
onsidère l'appli
ation ϕ dé�nie sur R+ par : 


ϕ(x) = 1− x2 ln(x) si x > 0

ϕ(0) = 1ainsi que la fon
tion numérique f des variables réelles x et y dé�nie par :
∀ (x, y) ∈ ]0,+∞[× ]0,+∞[, f(x, y) = xy + ln(x) ln(y)I - Etude des zéros de ϕ1. Déterminer la limite de ϕ(x) lorsque x tend vers +∞, ainsi que la limite de ϕ(x)

x
lorsque x tend vers +∞Interpréter graphiquement 
ette limite. 1,5 pointsPar limite d'un produit, on a : lim

x→+∞
x2 ln(x) = +∞ ainsi par addition de limites : lim

x→+∞
ϕ(x) = −∞Puis pour tout x > 0, ϕ(x)

x
=

1

x
− x ln(x) et par produit de limites en
ore, lim

x→+∞
x ln(x) = +∞et par addition de limites, on obtient alors : lim

x→+∞

ϕ(x)

x
= −∞en inversant la dernière limite, on 
omprend que x 7→ −x est négligeable devant ϕ et don
 que ϕ dé
roitin�niment plus vite vers −∞ ; en poussant plus l'étude, on pourrait montrer que, au voisinage de +∞,−x3 6

ϕ(x) 6 −x2, on parle alors de � bran
he parabolique � (vers le bas) pour la 
ourbe représentative de ϕ2. Prouver que ϕ est 
ontinue sur R+ 1 pointD'une part ϕ est 
ontinue sur R∗
+ 
omme produit et addition de fon
tions usuelles 
ontinues sur R∗

+d'autre part, par 
roissan
e 
omparée, lim
x→0

x2 ln(x) = 0don
 lim
x→0

ϕ(x) = lim
x→0

1− x2 ln(x) = 1 = ϕ(0) don
 ϕ est 
ontinue en 0don
 ϕ est 
ontinue sur R∗
+ et en 0 don
 ϕ est 
ontinue sur R+3. Justi�er la dérivabilité de ϕ sur R∗

+ et 
al
uler sa fon
tion dérivée. 1 point
ϕ est dérivable sur R∗

+ 
omme produit et somme de fon
tions usuelles dérivables (et même C∞) sur R∗
+et par dérivation d'un produit ∀x ∈ R

∗
+, ϕ

′(x) = −2x ln(x)− x2 × 1

x
= −2x ln(x)− x
'est-à-dire : ∀x ∈ R

∗
+, ϕ

′(x) = −x(2 ln(x) + 1)4. Montrer que ϕ est dérivable en 0. Donner l'allure de la représentation graphique de ϕ au voisinage du pointd'abs
isse 0 2 pointsPour tout x > 0,
ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0
=

1− x2 ln(x)− 1

x− 0
=
−x2 ln(x)

x
= −x ln(x)or par 
roissan
e 
omparée, lim

x→0
x ln(x) = 0 don
 lim

x→0

ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0
= 0don
 ϕ est dérivable en 0 et ϕ′(0) = 0 01 0 1

y

b Cϕ
e qui signi�e que la 
ourbe représentative de ϕ admet une tangente horizontale en 0 au voisinage, et 
ommeelle est 
roissante sur [0, . . . [ (nous allons le montrer à la question suivante), on peut proposer l'allure 
i-
ontreau voisinage de 0 1



5. Dresser le tableau de variations de ϕ 2 pointsD'après la question 3., pour x > 0, ϕ′(x) est du signe opposé à 
elui de 2 ln(x) + 1 don
 pour x > 0

ϕ′(x) > 0 ⇔ 2 ln(x) + 1 < 0⇔ ln(x) < −1

2
⇔ x < e−1/2 (par stri
te 
roissan
e des fon
tions exponentielleset ln)de plus ϕ(0) = 1, lim

x→+∞
ϕ(x) = −∞ et

ϕ
(

e−1/2
)

= 1−
(

e−1/2)
)2

ln
(

e−1/2
)soit ϕ(e−1/2

)

= 1− e−1 ×
(

−1

2

)

= 1 +
1

2eon en déduit don
 le tableau de variations de ϕ :
x

ϕ′(x)

ϕ

0 e−1/2 +∞+ 0 -
11

1 + 1
2e1 + 1
2e

−∞−∞6. On rappelle que ln(2) ≈ 0, 7 3 pointsMontrer l'existen
e d'un unique réel α tel que : ϕ(α) = 0 et justi�er que : √2 < α < 2d'une part, ∀x ∈ [0, e−1/2], ϕ(x) > 1 > 0 don
 ϕ ne s'annule pas sur [0, e−1/2]par ailleurs, ϕ est 
ontinue et stri
tement dé
roissante sur [e−1/2,+∞[, don
, d'après le théorème de labije
tion, ϕ réalise une bije
tion de [e−1/2,+∞[ sur ] lim
x→+∞

ϕ(x), ϕ
(

e−1/2
)

]

=

]

−∞, 1 +
1

2e

]
omme 1 +
1

2e
> 0 alors 0 ∈

]

−∞, 1 +
1

2e

], don
 0 admet un unique anté
édent par ϕ sur [e−1/2,+∞[autrement dit, l'équation ϕ(x) = 0 admet une unique solution sur [e−1/2,+∞[, que l'on nomme α�nalement : ϕ s'annule en un unique réel α sur R+ (et α > e−1/2)de plus : ϕ(2) = 1− 4 ln(2) < 1− 4× 0, 6 < 0et : ϕ(
√
2) = 1− (

√
2)2 ln(

√
2) = 1− 2 ln

(

2
1
2

)

= 1− ln(2) > 0 
ar ln(2) < 1

ϕ étant toujours 
ontinue, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, l'équation ϕ(x) = 0 admet unesolution sur [√2, 2] et même ]√2, 2[ 
ar ϕ(√2) 6= 0 et ϕ(2) 6= 0or α est l'unique solution de 
ette équation sur R+ don
 √
2 < α < 27. Etablir l'existen
e de l'intégrale I =

∫ α

0
ϕ(x)dx et véri�er que : I =

α(6 + α2)

9
4 pointsD'après la question 2. ϕ est 
ontinue sur R+ don
 l'intégrale I existeNous allons utiliser une intégration par parties pour transformer l'expression x2 ln(x), 
ependant 
ette ex-pression n'est pas valable en 0 :don
 ave
 Φ une primitive de ϕ, par dé�nition I = Φ(α) − Φ(0) = Φ(α) − lim

t→0
Φ(t) 
ar Φ est 
ontinue (
ardérivable puisqu'il s'agit d'une primitive de ϕ) et don
 I = lim

t→0

∫ α

t
ϕ(x)dx et par linéarité de l'intégrale etexisten
e des limites (
omme I existe et lim

t→0

∫ α

t
1dx existe, la dernière limite existe aussi) :

I = lim
t→0

(
∫ α

t
1dx−

∫ α

t
x2 ln(x)dx

)

= lim
t→0

∫ α

t
1dx− lim

t→0

∫ α

t
x2 ln(x)dx = α− lim

t→0

∫ α

t
x2 ln(x)dxalors, on pose pour x ∈]0, α] : u(x) = ln(x) don
 u′(x) =

1

x
et v(x) = x3

3
don
 v′(x) = x2les fon
tions u et v sont de 
lasse C1 sur ]0, α], pour t > 0, on peut don
 e�e
tuer une intégration par parties :

∫ α

t
x2 ln(x)dx =

[

x3

3
ln(x)

]α

t

−
∫ α

t

x3

3
× 1

x
dx =

[

x3

3
ln(x)

]α

t

−
∫ α

t

x2

3
dx =

α3

3
ln(α) − t3

3
ln(t)−

[

t3

9

]α

t

=
α3

3
ln(α) − t3

3
ln(t)− α3

9
+

t3

9or, par 
roissan
es 
omparées, lim
t→0

t3 ln t = 0 don
 lim
t→0

∫ α

t
x2 ln(x)dx =

α3

3
ln(α) − α3

92



et don
 lim
t→0

∫ α

t
ϕ(x)dx = α− α3

3
lnα+

α3

9
i.e. I = α− α3

3
ln(α) +

α3

9or par dé�nition ϕ(α) = 0, don
 : α2 ln(α) = 1don
 I = α− α

3
+

α3

9
=

9α− 3α+ α3

9
=

6α + α3

9

'est-à-dire : I =

α(6 + α2)

98. On 
onsidère les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N dé�nies par : 2 points� a0 =
√
2 et b0 = 2� pour tout n 6 0, si ϕ(an)ϕ(an + bn

2

)

< 0 alors an+1 = an et bn+1 =
an + bn

2� pour tout n 6 0, si ϕ(an)ϕ(an + bn

2

)

> 0 alors an+1 =
an + bn

2
et bn+1 = bnE
rire un programme ave
 Python 
al
ulant a7 et b7On re
onnait un algorithme de di
hotomie permettant d'obtenirdes valeurs appo
hées de α, les suites (an) et (bn) sont les suitesdes valeurs de � l'intervalle [a, b] � qui se resserre autour de α (et
onvergent d'ailleurs vers α en véri�ant : ∀n ∈ N, an 6 α 6 bn)ainsi a7 donne une valeur appro
hée � par défaut � de α et b7 donneune valeur appro
hée � par ex
ès � de αOn peut au préalable dé�nir ϕ (en fait les valeurs restent dansl'intervalle de départ don
 la formule pour x > 0 su�t), ensuite leprogramme 
onsiste simplement à 
al
uler les termes de manièreitérative ave
 la 
ondition, jusqu'à obtenir a7 et b7 :

def phi (x):

if x ==0:

return 1

else :

return np.log(x)*x**2

a=np. sqrt (2)

b=2

for i in range (1 ,8) :

m=(a+b)/2

if phi (a)phi(m) <0:

b=m

else :

a=m

print(a,b)II - Extrema de f sur ]0,+∞[× ]0,+∞[Rappelons que α est l'unique réel véri�ant ϕ(α) = 01. Justi�er que f est de 
lasse C2 sur ]0,+∞[× ]0,+∞[ 1 pointLes fon
tions (x, y) 7→ x; (x, y) 7→ y et (x, y) 7→ xy est de 
lasse C2 sur R∗
+ × R

∗
+ 
ar polynomiales

t 7→ ln(t) est 
ontinue sur R∗
+don
 par 
omposition, produit et addition de fon
tion C2, f est de 
lasse C2 sur R∗

+ × R
∗
+2. Cal
uler les dérivées partielles premières et prouver que le point de 
oordonnées ( 1

α
,
1

α

) est l'unique point
ritique de f sur ]0,+∞[× ]0,+∞[ 3 pointsPour tout (x, y) ∈ R
∗
+ × R

∗
+, on a : ∂1f(x, y) = y +

ln(y)

x
et ∂2f(x, y) = x+

ln(x)

yalors, pour (x, y) ∈ R
∗
+ × R

∗
+, on a les équivalen
es :

(x, y) est point 
ritique de f ⇔ ∇f(x, y) = t(0 0)⇔







∂1f(x, y) = 0

∂2f(x, y) = 0
⇔







xy + ln(y) = 0

xy + ln(x) = 0

ar x 6= 0 et

y 6= 0⇔







ln(x) = ln(y) L1 ← L1 − L2

xy + ln(x) = 0
⇔







x = y

x2 ln(x) = 0
(
ar ln est bije
tive sur R∗

+)
⇔











1 +

(

1

x

)2

ln (x) = 0

x = y

⇔











1−
(

1

x

)2

ln

(

1

x

)

= 0

x = y

⇔











ϕ

(

1

x

)

= 0

x = y

⇔







1

x
= α

x = y
d'après I.6.

⇔ x = y =
1

α
ainsi f admet un unique point 
ritique sur R∗

+ ×R
∗
+ : le point ( 1

α
,
1

α

)3



3. Cal
uler les dérivées partielles se
ondes sur ]0,+∞[× ]0,+∞[ et établir que pour tous réels x et y stri
tementpositifs : 2,5 points


































∂2
1,1f(x, y) =

(y

x

)2
(

1− ϕ

(

1

y

))

∂2
1,2f(x, y) = 1 +

1

xy

∂2
2,2f(x, y) =

(

x

y

)2(

1− ϕ

(

1

x

))

Pour tout (x, y) ∈ R
∗
+ ×R

∗
+,

∂2
1,1f(x, y) = −

ln(y)

x2
et ∂2f

∂y2
(x, y) = − ln(x)

y2et ∂2
1,2f(x, y) = 1 +

1

xy
(= ∂2

1,2f(x, y) d'après le théorèmede S
hwarz)on véri�e alors, pour tout (x, y) ∈ R
∗
+ × R

∗
+,

(y

x

)2
(

1− ϕ

(

1

y

))

=
(y

x

)2
(

1

y

)2

ln

(

1

y

)

= − ln(y)

x2
= ∂2

1,1f(x, y), on trouve don
 bien :
∂2
1,1f(x, y) =

(y

x

)2
(

1− ϕ

(

1

y

)) et par un 
al
ul symétrique : ∂2
2,2f(x, y) =

(

x

y

)2(

1− ϕ

(

1

x

))4. La fon
tion f présente-t-elle un extremum lo
al sur ]0,+∞[× ]0,+∞[ ? Si oui, en donner sa nature (maximumou minimum). 3 points
R
∗
+ × R

∗
+ est un ouvert de R

2, don
 si f admet un extremum lo
al en (x0, y0) ∈ R
∗
+ × R

∗
+, né
essairement

(x0, y0) est un point 
ritique de fainsi le seul point en lequel f peut éventuellement admettre un extremum lo
al est le point ( 1

α
,
1

α

)on étudie alors la matri
e hessienne de f en 
e point : H = ∇2f

(

1

α
,
1

α

) et 
omme ϕ

(

1
1
α

)

= ϕ(α) = 0on a ∂2
1,1f

(

1

α
,
1

α

)

=

(

1
α
1
α

)2

= 1 ; ∂2
1,2f

(

1

α
,
1

α

)

= 1 + α2 ; ∂2
2,2f

(

1

α
,
1

α

)

=

(

1
α
1
α

)2

= 1don
 H =





1 1 + α2

1 + α2 1



don
 det(H − λI2) = (1− λ)2 − (1 + α2)2 = (1− λ+ 1 + α2)(1 − λ− (1 + α2)) = (2 + α2 − λ)(−α2 − λ)les ra
ines de 
e polyn�me, et don
 les valeurs propres de H, sont 2 + α2 et −α2 qui sont non nulles et designes opposés don
 f n'admet pas d'extremum lo
al en ( 1

α
,
1

α

) (on pourrait pré
iser qu'il s'agit d'un point
ol) don
 f n'admet pas d'extremum lo
al sur R∗
+ × R

∗
+Exer
i
e 2 - E
ri
ome 2015 23 pointsOn désigne parM2(R) l'ensemble des matri
es 
arrées d'ordre 2 à 
oe�
ients réels. Pour toute matri
e A ∈ M2(R),on 
onsidère l'appli
ation ϕA qui à toute matri
e M ∈ M2(R) asso
ie le produit AMI - Premiers résultats sur l'appli
ation ϕA et la matri
e A1. Montrer que ϕA est un endomorphisme deM2(R) 1,5 pointsTout d'abord si M ∈ M2(R) et 
omme A ∈ M2(R), alors ϕA(M) = AM ∈ M2(R)Démontrons maintenant que ϕA est linéaire, soit M et N deux matri
es deM2(R) et λ un réel,alors ϕA(M + λN) = A(M + λN) = AM +A(λN) = AM + λAN = ϕA(M) + λϕA(N)don
 ϕA est linéaire et don
 ϕA est un endomorphisme deM2(R)2. Montrer que si l'endomorphisme ϕA est bije
tif, alors il existe une unique matri
e N ∈ M2(R) telle que

AN = I2, où I2 désigne la matri
e identité d'ordre 2 0,5 point4



Si ϕA est bije
tif alors par dé�nition, I2 ∈ M2(R) admet un unique anté
édent par ϕAi.e. ∃!N ∈ M2(R), ϕA(N) = I2 ⇔ ∃!N ∈M2(R), AN = I2ainsi, il existe une unique matri
e N deM2(R) telle que AN = I23. Montrer que l'appli
ation ϕA est un endomorphisme bije
tif (don
 un isomorphisme) deM2(R) si et seule-ment si la matri
e A est inversible. 2 points
⇒ Supposons que ϕA soit bije
tive, alors d'après la question pré
édente, il existe une (unique) matri
e

N telle que AN = I2, autrement dit A est inversible.
⇐ Supposons que A soit inversible, on va montrer que le noyau de ϕA est réduit à l'élément nulsoit M ∈ Ker(ϕA) alors ϕA(M) = 02 i.e. AM = 0et don
 (A étant inversible et don
 simpli�able à gau
he) M = 02 ainsi, Ker(ϕA) = {02}et puisque ϕA est un endomorphisme deM2(R), alors par 
ara
térisation ϕA est bije
tif�nalement ϕA est un automorphisme deM2(R) ssi A est inversible.II - Un exempleDans 
ette partie et uniquement 
ette partie, on pose A =





1 2

0 −1



On note B = (E11, E12, E21, E22) la base 
anonique deM2(R) ave
 :
E11 =





1 0

0 0



 , E12 =





0 1

0 0



 , E21 =





0 0

1 0



 , E22 =





0 0

0 1



1. Justi�er que la matri
e A est diagonalisable. 3 points
A est une matri
e triangulaire supérieure don
 ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux 1 et −1on détermine des ve
teurs propres asso
iés :
AX = X ⇔ (A− I2)X = 02,1 ⇔







2y = 0

−2y = 0
⇔ y = 0don
 t(1 0) est un ve
teur propre asso
ié à la valeur propre 1de même, AX = −X ⇔ (A+ I2)X = 02,1 ⇔ 2x+ 2y = 0⇔ y = −xdon
 t(1 − 1) est un ve
teur propre asso
ié à la valeur propre −1on pose alors P =





1 1

0 −1



 et D =





1 0

0 −1



 et on véri�e AP =





1 −1
0 1



 et PD =





1 −1
0 1



don
 AP = PD et P est inversible 
ar det(P ) = −1 6= 0 don
 A = PDP−1 i.e. A est diagonalisable2. Montrer que la matri
e de l'endomorphisme ϕA dans la base B est : 2 points
T =

















1 0 2 0

0 1 0 2

0 0 −1 0

0 0 0 −1

















En 
al
ulant les images des ve
teurs de labase B et en les dé
omposant selon 
ettemême base (
f. 
i-dessous), la matri
e de
ϕA dans la base B (qui 
orrespond auximages des éléments de la base B dé
om-posés selon 
ette même base) est : MB(ϕA) = T =

















1 0 2 0

0 1 0 2

0 0 −1 0

0 0 0 −1

















.
ϕA









1 0

0 0







 = A





1 0

0 0



 =





1 0

0 0



 = E11 ϕA









0 1

0 0







 = A





0 1

0 0



 =





0 1

0 0



 = E12i.e. ϕA(E11) = E11 et ϕA(E12) = E12 puis ϕA(E21) = ϕA









0 0

1 0







 = A





0 0

1 0



 =





2 0

−1 0



5



soit ϕA(E11) = 2E11 − E21 et en�n ϕA(E22) = ϕA









0 0

0 1







 = A





0 0

0 1



 =





0 2

0 −1



 = 2E12 − E223. Pré
iser les valeurs propres et une base de 
haque sous-espa
e propre de T 4 points
T est une matri
e trangulaire don
 ses valeurs propres sont ses 
oe�
ients diagonaux soit −1 et 1� Re
her
he de E−1(T ) : soit X = t(a b c d)

X ∈ E−1(T )⇔ TX = −X ⇔































a+ 2c = −a
b+ 2d = −b
−c = −c
−d = −d

⇔







a = −c
b = −d

ainsi, X =

















a

b

−a
−b

















= a

















1

0

−1
0

















+ b

















0

1

0

−1















et don
 E−1(T ) = Vect
(t(1 0 − 1 0), t(0 1 0 − 1)

)et (t(1 0 − 1 0), t(0 1 0 − 1)
) est une famille libre, 
ar 
omposée de deux ve
teurs non propor-tionnels et génératri
e de E−1(T ) par dé�nition du Vect, 
'est don
 une base de E−1(T )� Re
her
he de E1 : soit X = t(a b c d).

X ∈ E1 ⇔ TX = X ⇔































a+ 2c = a

b+ 2d = b

−c = c

−d = d

⇔







c = 0

d = 0
ainsi, X =

















a

b

0

0

















= a

















1

0

0

0

















+ b

















0

1

0

0















et don
 E1(T ) = Vect
(t(1 0 0 0), t(0 1 0 0)

)et (t(1 0 0 0), t(0 1 0 0)
) est une famille libre, 
ar 
omposée de deux ve
teurs non proportionnelset génératri
e de E1(T ) par dé�nition du Vect, 
'est don
 une base de E1(T )4. Montrer que la matri
e T est diagonalisable. 3 pointsOn dé�nit P et D puis on 
al
ule TP et PD :Nota bene : P est 
omposé des ve
teurs propres et D des valeurs propres 
orrespondantes (dans le mêmeordre). On notera d'ailleurs l'ordre 
hoisi pour P qui permet d'obtenir une matri
e triangulaire

P =















1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 −1 0

0 0 0 −1















D =















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1















TP =















1 0 2 0

0 1 0 2

0 0 −1 0

0 0 0 −1





























1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 −1 0

0 0 0 −1















=















1 0 −1 0

0 1 0 −1
0 0 1 0

0 0 0 1













et PD =















1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 −1 0

0 0 0 −1





























1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1















=















1 0 −1 0

0 1 0 −1
0 0 1 0

0 0 0 1















et on a don
 montré que PD = TPor P est inversible 
ar elle est triangulaire et ses éléments diagonaux sont tous non nulsdon
 PD = TP ⇒ T = PDP−1 don
 T est diagonalisableIII - D'autres résultats sur l'appli
ation ϕA et la matri
e AOn désigne parM2,1(R) l'ensemble des matri
es 
olonnes à 2 lignes.1. Soit un réel λ tel qu'il existe une matri
e M ∈M2(R) non nulle véri�ant : ϕA(M) = λM (1) 1,5 pointsMontrer par un raisonnement par l'absurde que la matri
e A− λI2 n'est pas inversible.Soit λ un réel tel qu'il existe une matri
e M non nulle telle que ϕA(M) = λM i.e. AM = λMsupposons que A− λI2 soit inversible, alors A− λI2 est simpli�able à gau
hedon
 AM = λM ⇒ AM − λM = 0 ⇒ (A − λI2)M = 0 ⇒ M = 02 
e qui est 
ontradi
toire ave
 notre6



hypothèse de départ (M non nulle), don
 
ette hypothèse est fausse i.e. A− λI2 est non inversible.2. Soit un réel µ tel qu'il existe une matri
e X ∈ M2,1(R) non nulle véri�ant AX = µX 1,5 pointsOn note X =





x

y



, A =





a b

c d



, N =





x 0

y 0



 et N ′ =





0 x

0 y



Montrer que N et N ′ véri�ent la 
ondition (1) ave
 le réel µ
AX = µX ⇔





ax+ by

cx+ dy



 = µ





x

y



 autrement dit 


ax+ by = µx

cx+ dy = µy

ϕA(N) = A





x 0

y 0



 =





ax+ by 0

cx+ dy 0



 =





µx 0

µy 0



 = µNainsi N 6= 02 (
ar X non nulle) don
 N véri�e la 
ondition (1) ave
 le réel µ
ϕA(N

′) = A





0 x

0 y



 =





0 ax+ by

0 cx+ dy



 =





µ0 x

µ0 y



 = µN ′ ainsi N ′ véri�e la 
ondition (1) ave
 le réel µ3. Comparer le spe
tre de la matri
e A et l'ensemble des réels permettant de véri�er la 
ondition (1) 1 pointOn note E 
et ensemble (ensemble des réels permettant de véri�er la 
ondition (1))d'après la question 1., si λ ∈ E alors A−λI2 n'est pas inversible don
 λ est valeur propre de A i.e. λ ∈ Spec(A),et don
 E ⊂ Spec(A)et d'après la question 2., si µ ∈ Spec(A) alors µ ∈ E (et même doublement 
ar on trouve deux matri
esdistin
tes) ainsi, Spec(A) ⊂ E�nalement le spe
tre de la matri
e A est égal à l'ensemble des réels permettant de véri�er la 
ondition (1)4. Montrer que si la matri
e A soit diagonalisable, alors MB(ϕA) est diagonalisable, où B est la base 
anoniqueintroduite à la partie II. 3 pointsSupposons que A est diagonalisable, alors A = PDP−1 où P est une matri
e inversible dont les 
olonnessont des ve
teurs propres de Aon note C1 =





x1

x2



 et C2 =





y1

y2



 les 
olonnes de P et λ1 et λ2 les valeurs propres asso
iéesalors en posant N1 =





x1 0

x2 0



 , N ′
1 =





0 x1

0 x2



 , N2 =





y1 0

y2 0



 et N ′
2 =





0 y1

0 y2



d'après la question 2. ϕA(N1) = λ1N1, ϕA(N
′
1) = λ1N

′
1, ϕA(N2) = λ2N2 et ϕA(N

′
2) = λ2N

′
2de plus (N1, N

′
1, N2, N

′
2) forme une famille libre, en e�et si pour (α1, α2, α3, α4) ∈ R

4, α1N1+α2N
′
1+α3N2+

α4N
′
2 = 02 alors α1C1 + α3C2 = 02,1 et α2C1 + α4C2 = 02,1or (C1, C2) forme une famille libre 
ar 
e sont deux ve
teurs propre de A asso
iés à des valeurs propresdistin
tes don
 α1 = α3 = 0 et α2 = α4 = 0de plus Card(N1, N

′
1, N2, N

′
2) = 4 = dim(M2(R)) don
 (N1, N

′
1, N2, N

′
2) est une base deM2(R)on note B′ 
ette base, don
 d'après la formule de 
hangement de base d'une appli
ation linéaire : MB(ϕA) =

PB→B′MB′(ϕA)PB′→Bor d'après les valeurs des images de la base B′,MB′(ϕA) = diag(λ1, λ1, λ2, λ2) et par propriété PB′→B = P−1
B→B′don
 MB(ϕA) est diagonalisable (forme PDP−1)Exer
i
e 3 - E
ri
ome 2024 29 pointsPour toute variable aléatoire dis
rète X à valeurs dans N∗, et pour tout entier naturel k, on pose

RX (k) = P (X > k)La partie II est indépendante des autres parties ; les résultats de la partie I pourront intervenir dans la partie III.7



Partie I1. Soit p un réel de ]0, 1[. Dans 
ette question uniquement, on suppose queX suit la loi géométrique de paramètre
p a. Cal
uler RX (k) pour tout entier naturel k 2 pointsSoit k un entier naturel. Si k = 0, alors RX(0) = P (X > 0) = 1 = (1− p)0 
ar X est à valeurs dans N∗si k > 1, alors RX(k) = P (X > k) = 1− P (X 6 k)or [X 6 k] =

k
⋃

i=1

[X = i] don
 par in
ompatibilité P (X 6 k) =

k
∑

i=1

P (X = i)don
 RX(k) = 1−
k
∑

i=1

P (X = i) = 1−
k
∑

i=1

(1− p)i−1p 
ar X suit une loi géométriquedon
 RX(k) = 1− p

k−1
∑

j=0

(1− p)j par 
hangement d'indi
e j = i− 1don
 RX(k) = 1− p× 1− (1− p)k

1− (1− p)
= 1− p× 1− (1− p)k

p
= 1− (1− (1− p)k) = (1− p)kd'où �nalement ∀k ∈ N, RX(k) = (1− p)kRemarque : on peut aussi remarquer que [X > k] est réalisé si et seulement si on a obtenu k é
he
s
onsé
utifs (en pré
isant que la loi géométrique modélise le temps d'attente du premier su

ès lors derépétitions indépendantes et identiques d'un même s
héma de Bernoulli de paramètre p, 
e qui donneraittout de suite (1− p)k)b. Véri�er que : ∀k ∈ N

∗,
RX (k)

RX (k − 1)
= 1− p 0,5 pointSoit k ∈ N

∗, 
omme k > 1, on a k − 1 ∈ Ndon
, grâ
e à la question pré
édente, RX(k)

RX(k − 1)
=

(1− p)k

(1− p)k−1
= 1− p 
omme attendu.2. Soient X et Y deux variables aléatoires dis
rètes à valeurs dans N∗a. Pour tout entier naturel k non nul, exprimer P (X = k) à l'aide de la fon
tion RX 1 pointSoit k ∈ N

∗, 
omme [X > k − 1] = [X = k] ∪ [X > k] et que 
es événements sont in
ompatibles, on a
P (X > k − 1) = P (X = k) + P (X > k) et don
 P (X = k) = RX(k − 1)−RX(k)b. En déduire que X et Y suivent la même loi si et seulement si, pour tout entier naturel k, 1,5 points
RX (k) = RY (k)On montre 
ette équivalen
e par double impli
ation.Supposons que X et Y suivent la même loi,alors, ∀i ∈ N

∗, P (X = i) = P (Y = i), et don
 ∀k ∈ N, P (X > k) = P (Y > k) i.e. RX(k) = RY (k)Ré
iproquement, supposons que, pour tout k ∈ N, on ait RX(k) = RY (k)tout d'abord X(Ω) = Y (Ω) = N
∗ et pour k ∈ N

∗, d'après la question pré
édente,
P (X = k) = RX(k − 1)− RX(k) = RY (k − 1) −RY (k) par hypothèse et don
 P (X = k) = P (Y = k)à nouveau d'après la question pré
édente don
 X et Y suivent bien la même loi.Partie II3. a. Déterminer deux réels a et b tels que : ∀n ∈ N

∗, n

(n+ 1)!
=

a

n!
− b

(n+ 1)!
1 point8



Soit n ∈ N
∗, alors a

n!
− b

(n+ 1)!
=

an+ a− b

(n+ 1)!
ainsi, par identi�
ation :







a = 1

a− b = 0
⇐⇒







a = 1

b = 1
don
 ∀n ∈ N

∗,
n

(n+ 1)!
=

1

n!
− 1

(n+ 1)!Nota bene : on ne demande pas i
i de montrer qu'il y a une unique solution pour a et b, don
 on peutpartir du résultat (si on l'a trouvé) et montrer l'égalité.b. En déduire que la série ∑
n>1

n

(n+ 1)!
est 
onvergente et déterminer la valeur de la somme +∞

∑

n=1

n

(n+ 1)!Nous allons étudier la somme partielle : pour n ∈ N
∗, d'après la question pré
édente 1,5 points

n
∑

k=1

k

(k + 1)!
=

n
∑

k=1

(

1

k!
− 1

(k + 1)!

)

= 1− 1

(n+ 1)!
par téles
opageor 1

(n+ 1)!
→ 0 don
 par addition de limites ∑

n>1

n

(n+ 1)!

onverge et +∞

∑

n=1

n

(n+ 1)!
= 14. Dans 
ette question, on 
onsidère une variable aléatoire X à valeurs dans N∗ telle que :

∀n ∈ N
∗, P (X = n) =

n

(n+ 1)!a. Montrer que la variable aléatoire X + 1 admet une espéran
e et 
al
uler E (X + 1) 2,5 pointsEn déduire que X admet une espéran
e et 
al
uler E (X)D'après le théorème de transfert, X + 1 admet une espéran
e ⇔∑

n>1

(n + 1)P (X = n) 
onverge (abso-lument). Or, pour tout n ∈ N
∗, (n + 1)P (X = n) = (n+ 1)

n

(n + 1)!
=

(n+ 1)n

(n+ 1)n(n− 1)!
=

1

(n − 1)!On re
onnait le terme général (� dé
alé �) d'une série exponentielle de paramètre 1pour n ∈ N
∗,

n
∑

k=1

(k + 1)P (X = k) =

n
∑

k=1

1

(k − 1)!
=

n−1
∑

i=0

1

i!
par 
hangement d'indi
e i = k − 1ainsi, la série∑

n>1

(n+ 1)P (X = n) 
onverge (et absolument 
ar elle est à termes positifs)don
 X + 1 admet une espéran
e , de plus, E(X + 1) =
+∞
∑

n=1

(n+ 1)P (X = n) =
+∞
∑

i=0

1i

j!
= een�n, par linéarité,
omme X = X + 1− 1,X admet aussi une espéran
e et E(X) = E(X + 1)− 1 = e− 1b. Montrer que la variable aléatoire (X − 1) (X + 1) admet une espéran
e et 
al
uler E ((X − 1) (X + 1))En déduire que X admet une varian
e et 
al
uler V (X) 3 pointsToujours ave
 le théorème de transfert,

(X − 1)(X + 1) admet une espéran
e ⇐⇒ ∑

n>2

(n− 1)(n + 1)P (X = n) 
onverge (absolument)or, pour tout entier n > 2, (n − 1)(n + 1)P (X = n) = (n− 1)(n+ 1)
n

(n + 1)!
=

1

(n − 2)!et 
'est à nouveau une série exponentielle (dé
alée de deux indi
es) :pour n > 2,
n
∑

k=2

(k − 1)(k + 1)P (X = k) =
n
∑

k=2

1

(k − 2)!
=

n−2
∑

i=0

1

i!
par 
hangement d'indi
e i = k − 2ainsi (X − 1)(X + 1) admet une espéran
e et E((X − 1)(X + 1)) =

+∞
∑

i=0

1i

i!
= eor (X − 1)(X + 1) = X2 − 1 don
 X2 = (X − 1)(X + 1) + 1,don
 par linéarité X2 admet une espéran
e et E(X2) = e+ 19



alors d'après la formule de K÷nig-Huygens, X admet une varian
e et,
V (X) = E(X2)− E(X)2 = e+ 1− (e− 1)2 = e+ 1− e2 + 2e− 1 soit V (X) = e(3 − e)Partie IIISoit (αk)k∈N∗ une suite de réels stri
tement 
ompris entre 0 et 1On étudie la durée de vie en années d'un appareil. Tout au long de l'année initiale k = 0, on suppose que l'appareilfon
tionne. Puis, à l'issue de 
haque année numéro k ( k étant un entier naturel non nul), l'appareil possède une
ertaine probabilité de tomber en panne.Plus pré
isément, on suppose que, pour tout entier naturel k non nul, si la ma
hine fon
tionne en
ore à l'issue dela (k − 1)ème année, alors elle 
esse de fon
tionner à la �n de l'année k ave
 la probabilité αk, et elle 
ontinue àfon
tionner après la �n de l'année k ave
 probabilité 1− αkOn note X la variable aléatoire égale à la durée de vie en années de l'appareil.5. Justi�er que, pour tout entier naturel k non nul : RX (k) = (1− αk)RX (k − 1) 1,5 pointsSoit k un entier naturel non nul, dans un premier temps, on remarque que [X > k] = [X > k − 1] ∩ [X > k]de plus, d'après l'énon
é, on a P[X>k−1](X > k) = 1− αk don
 d'après les probabilités 
omposées,

P (X > k) = P ([X > k − 1] ∩ [X > k]) = P (X > k − 1)P[X>k−1](X > k) = P (X > k − 1)(1 − αk)autrement dit, RX(k) = (1− αk)RX(k − 1)6. En déduire, pour tout entier naturel k non nul : RX (k) =

k
∏

i=1

(1− αi) 1,5 pointsOn montre la formule attendue par ré
urren
e, pour k ∈ N
∗, on dé�nit P (k) : RX (k) =

k
∏

i=1

(1− αi)Initialisation : pour k = 1, d'après la question pré
édente RX(1) = 1− α1RX(0) = 1− α1
ar RX(0) = P (X > 0) = 1 puisque dans tout l'exer
i
e X est à valeurs dans N∗, don
 P (1) est vraieHérédité : supposons que, pour un 
ertain k ∈ N
∗, P (k) soit vraie, alors, d'après la question pré
édente

RX(k + 1) = (1− αk+1)RX(k) = (1− αk+1)

k
∏

i=1

(1− αi) par hypothèse de ré
urren
edon
 RX(k + 1) =
k+1
∏

i=1

(1− αi) (par relation de Chasles) i.e. P (k + 1) est vraie d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀k ∈ N
∗, P (k) est vraie, i.e. RX (k) =

k
∏

i=1

(1− αi)7. En déduire, pour tout entier naturel k non nul, une expression de P (X = k) en fon
tion des termes de lasuite (αi)i∈N∗ 1,5 pointsOn pourra utiliser le résultat de la question 2.a.Soit k ∈ N
∗, alors d'après la question 2.a. P (X = k) = RX(k − 1)−RX(k)don
 si k = 1, on a P (X = 1) = RX(0)−RX(1) = 1− (1− α1) soit P (X = 1) = α1et pour k > 2, et d'après la question pré
édente,

P (X = k) =

k−1
∏

i=1

(1− αi)−
k
∏

i=1

(1− αi) =

k−1
∏

i=1

(1− αi)− (1− αk)

k−1
∏

i=1

(1− αi) par relation de Chaslesdon
 P (X = k) = (1− (1− αk))
k−1
∏

i=1

(1− αi) soit P (X = k) = αk

k−1
∏

i=1

(1− αi)10



8. Etude de deux exemples.a. Dans 
ette question uniquement, on suppose que la suite (αk)k∈N∗ est 
onstante, 
'est-à-dire :
∀k ∈ N

∗, αk = p 1 pointRe
onnaitre la loi de XOn re
onnait alors une loi géométrique de paramètre p ; en e�et, X(Ω) = N
∗ et pour tout k ∈ N
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qui n'est rien d'autre que la loi étudiée dans la partie II.Partie IVUn fabri
ant d'ordinateurs souhaite publier des données statistiques sur la durée de vie de ses appareils fabriquésà partir de l'an 2000. Dans une base de données, on dispose d'une table ordinateurs 
ontenant des informationssur tous les ordinateurs produits par le fabri
ant. Cette table possède les attributs (ou 
olonnes) suivants.� id (de type INTEGER) : le numéro d'identi�
ation de l'ordinateur.� annee_fabrication (de type INTEGER) : l'année de fabri
ation de l'ordinateur.� adresse_ip (de type INTEGER) : l'adresse IP asso
iée à l'ordinateur.� annee_panne (de type INTEGER) : l'année où l'ordinateur a 
essé de fon
tionner, valant −1 si l'ordinateur esten
ore en état de mar
he.Dans les questions qui suivent, en plus des 
ommandes SQL au programme, on pourra utiliser les fon
tions pré-sentées dans l'annexe en �n de sujet.9. a. E
rire une requête SQL permettant de déterminer le nombre total d'ordinateurs produits par le fabri
ant.Il su�t de 
ompter le nombre total d'enregistrements de la table ordinateurs. Ce qu'on fait ave
 larequête : SELECT COUNT(*) FROM ordinateurs 1 pointb. E
rire une requête SQL permettant de déterminer le nombre d'ordinateurs ayant 
essé de fon
tionnerexa
tement un an après leur produ
tion. 1 pointIl faut maintenant ajouter une 
ondition en ne gardant que les enregistrements qui véri�ent la 
onditionvoulue :

SELECT COUNT (*) FROM ordinateurs WHERE annee_panne = annee_fabrication +1

-- ou

SELECT COUNT (*) FROM ordinateurs WHERE annee_panne - annee_fabrication =1
. Dans 
ette question uniquement, on suppose que la durée de vie en années d'un ordinateur est unevariable aléatoire de loi géométrique, de paramètre p in
onnu. 1 pointExpliquer de quelle manière le résultat des requêtes é
rites dans les questions 9.a. et 9.b. peut êtreutilisé pour estimer le paramètre pEn 
al
ulant la proportion du nombre d'ordinateurs qui sont tombés en panne au bout de un an d'uti-lisation (
'est-à-dire le quotient du nombre 
al
ulé en 9.b. par 
elui 
al
ulé en 9.a.), on a don
 une11



valeur appro
hée de P (X = 1) = p (par la loi faible des grands nombres) si X est la variable aléatoireégale à la durée de vie d'un ordinateur et 
ar X →֒ G (p)10. Un attribut duree_vie, de type INTEGER, a été ajouté à la table ordinateurs. Aux 
hamps de l'attribut
duree_vie a été a�e
tée la valeur −1E
rire une requête SQL permettant de modi�er la table ordinateurs en a�e
tant, pour 
haque ordinateur,sa durée de vie à l'attribut duree_vie. Dans le 
as des ordinateurs qui sont en
ore en état de mar
he, on nemodi�era pas la valeur −1 déjà a�e
tée. 1,5 pointsOn utilise la requête UPDATE ave
 une 
ondition pour ne modi�er que les lignes où les ordinateurs sont tombésen panne. Plus pré
isément :
UPDATE ordinateurs

SET duree_vie = annee_panne - annee_fabrication WHERE annee_panne <>-111. Dans 
ette question, on 
her
he à déterminer s'il est raisonnable de représenter la durée de vie d'un ordinateurpar une variable aléatoire de loi géométrique d'un 
ertain paramètre p que l'on 
her
hera à appro
her.a. Expliquer, en la 
omplétant, 
omment le résultat de la requête suivante permet d'obtenir une valeurappro
hée de p 1,5 points
SELECT AVG( duree_vie ) FROM ordinateurs WHERE ...On 
omplète la 
ondition ave
 WHERE duree_vie<>-1 ou WHERE duree_vie >-1 pour retirer les valeursqui ne 
orrespondent pas à une durée de vie réelle et fausserait le 
al
ul de la moyenne si on les intégrait.Cette requête renvoie alors la moyenne des valeurs de l'attribut duree_vie. D'après la loi faible desgrands nombres, la moyenne empirique d'un é
hantillon d'une variable aléatoire renvoie une valeurappro
hée de l'espéran
e de la variable é
hantillonnée. Si la durée de vie est une loi géométrique deparamètre p, son espéran
e vaut 1

pIl faut don
 prendre l'inverse de la valeur renvoyée par la requête pour une valeur appro
hée de pb. Quel(s) biais la requête pré
édente présente(nt)-elle ? 1 pointCe jeu de données 
omporte plusieurs biais. Notamment, les ordinateurs à longue durée de vie sont sous-représentés, en parti
ulier dans les dernières années, puisqu'ils n'ont pas en
ore � eu le temps � de tom-ber en panne. Cela va don
 diminuer � arti�
iellement � l'espéran
e de XLa méthode utilisée à la question 9.
. serait don
 meilleure pour estimer p, bien que le même biais existe(les ordinateurs fabriqués en 2025 et qui tomberont en panne en 2026 ne sont pas en
ore 
onnus).
. La base de données 
ompte au total 10 000 ordinateurs. On exé
ute les requêtes suivantes :
SELECT COUNT(*)/10000 FROM ordinateurs WHERE duree_vie = 1 ;

SELECT COUNT(*)/10000 FROM ordinateurs WHERE duree_vie = 2 ;... ... ...
SELECT COUNT(*)/10000 FROM ordinateurs WHERE duree_vie = 24 ;En utilisant les résultats de la question 8, expliquer de quelle manière les données de la table ordinateurspeuvent être exploitées pour déterminer s'il est raisonnable de représenter la durée de vie d'un ordinateurpar une variable aléatoire de loi géométrique. 1,5 pointsCha
une des requêtes (pour k allant de 1 à 25)
SELECT COUNT (*) /10000 FROM ordinateurs WHERE duree_vie = krenvoie la proportion des appareils ave
 une durée de vie de k années, qui devrait donner une estimationde la probabilité qu'un appareil ait une durée de vie de k années.Si toutes les valeurs 
al
ulées sont les termes d'une suite géométrique, il est raisonnable d'utiliser une loigéométrique pour la durée de vie. Pour véri�er 
ela, on peut 
al
uler les quotients des valeurs su

essivesqui doivent être 
onstants (
omme le garantit la question 8.a.).Rappel : la suite des valeurs d'une loi géométrique est une suite géométrique,
P (X = k + 1) = pqk = qpqk−1 = qP (X = k) 12


