
ECG 2 - Maths appliquées Mathématiques 6 mars 2026Con
ours blan
 - épreuve 2 - sujet 1 : type EM LyonCorrigé Total sur 92 points - dont réda
tion/présentation/
larté : 3 pointsExer
i
e 1 - EM Lyon 2024 27 pointsLes parties B et C sont indépendantes de la partie A.Partie A : résolution d'un système di�érentielOn 
onsidère l'équation di�érentielle (E) : x′(t) = −x(t) + e−toù x est une fon
tion dé�nie et dérivable sur R à valeurs dans R1. a. Résoudre l'équation di�érentielle homogène x′(t) = −x(t) sur R 1 pointL'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle x′ = −x est l'ensemble des fon
tions dé�nies sur
R : {t 7→ λe−t, λ ∈ R}b. Déterminer une solution parti
ulière x0 de (E) de la forme x0 : t 7→ (at+ b)e−t ave
 (a, b) ∈ R

2Soient a et b deux nombres réels, on 
onsidère la fon
tion x0 dé�nie sur R par : 1,5 points
∀t ∈ R, x0(t) = (at+ b)e−t
ette fon
tion est dérivable sur R 
omme produit de fon
tions dérivables et, pour tout t ∈ R,
x′0(t) = ae−t − (at+ b)e−t = ae−t − x0(t) = −x0(t) + ae−tdon
 x0 est solution de (E) si et seulement si a = 1 et en parti
ulier
x0 : t 7→ te−t est une solution parti
ulière de (E)
. Résoudre l'équation di�érentielle (E) 1 pointD'après le prin
ipe de superposition, les solutions de (E) sont les fon
tions de la forme x = x0 + x1où x0 est une solution parti
ulière, et x1 est une solution de l'équation homogèneainsi, l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle (E) est l'ensemble des fon
tions dé�nies sur

R : {t 7→ (t+ λ)e−t, λ ∈ R}On s'intéresse maintenant au système di�érentiel : (S) :







x′(t) = −x(t) + y(t)

y′(t) = −y(t)où x et y désignent des fon
tions dé�nies et dérivables sur R à valeurs dans R.2. a. Donner la matri
e A ∈ M2(R) telle que (S)⇔ X ′(t) = AX(t) ave
 X(t) =





x(t)

y(t)



La matri
e A est-elle diagonalisable ? 2 pointsEn notant X ′(t) =





x′(t)

y′(t)



 et A =





−1 1

0 −1



 alors AX(t) =





−x(t) + y(t)

−y(t)



don
 ave
 
ette matri
e A, le système (S) équivaut à X ′(t) = AX(t)Alors, la matri
e A est triangulaire, ses valeurs propres sont don
 ses 
oe�
ients diagonaux, don
 Aadmet −1 pour unique valeur propresi A était diagonalisable, il existerait une matri
e inversible P ∈ M2(R) telle que
A = P





−1 0

0 −1



P−1 alors A = P (−I2)P−1 = −PP−1 = −I2 
e qui est 
ontradi
toire ave
 ladé�nition de A don
 notre hypothèse est fausse, don
 A n'est pas diagonalisable .1



b. Justi�er l'existen
e d'une unique solution (x, y) de (S) telle que x(0) = 1 et y(0) = 1 0,5 pointLe système di�érentiel (S) est linéaire à 
oe�
ients 
onstants don
 d'après le théorème de Cau
hy
(S) admet une unique solution (x, y) telle que (x(0), y(0)) = (1, 1)
. Déterminer 
ette solution (x, y) en vous aidant de la question 1. 1,5 pointsLa fon
tion y véri�e y′(t) = −y(t) sur R, par 
onséquent il existe λ ∈ R tel que y(t) = λe−t sur Rde plus, la 
ondition y(0) = 1 donne λ = 1, don
 y(t) = e−t sur RLa fon
tion x véri�e x′(t) = −x(t) + y(t) soit x′(t) = −x(t) + e−t sur Rdon
 d'après la question 1. il existe µ ∈ R tel que x(t) = (t+ µ)e−t sur Ret la 
ondition x(0) = 1 donne µ = 1, don
 x(t) = (t+ 1)e−t sur R�nalement ∀t ∈ R, (x(t), y(t)) = ((t+ 1)e−t, e−t)d. Etudier la 
onvergen
e de la solution (x, y) vers un état d'équilibre lorsque t tend vers +∞ 1,5 points
lim

t→+∞
e−t = 0 (fon
tion de référen
e) don
 lim

t→+∞
y(t) = 0, et lim

t→+∞
x(t) = lim

t→+∞
te−t + e−t = 0 
ar

lim
t→+∞

te−t = 0 par 
roissan
es 
omparées,de plus (0, 0) est un point d'équilibre, 
ar il s'agit d'une solution 
onstante du système di�érentield'où �nalement lorsque t→ +∞ (x, y) 
onverge vers l'état d'équilibre (0, 0)3. Re
opier et 
ompléter le programme en langage Python 
i-dessous de manière à 
e qu'il produise le graphiquesur la droite représentant la traje
toire t 7→ (x(t), y(t)) pour t ∈ [−2, 10]On rappelle que la 
ommande np.linspace(-2,10,200) 
rée une liste de 200 valeurs régulièrement espa
éesallant de −2 à 10 1,5 points
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

T = np.linspace(-2,10,200)

x = [ ... for t in T]

y = [ ... for t in T]

plt.title("Trajectoire de la solution")

plt.plot(...)

plt.show()Par dé�nition une traje
toire est l'ensemble des points (x(t), y(t)), que l'on représenter i
i pour t ∈ [−2, 10],il su�t don
 de donner les formules trouvées pré
édemment pour x et y : x = [(t + 1)*np.exp(-t) for

t in T] et y = [np.exp(-t) for t in T] et de représenter 
es points ave
 plt.plot(x,y)Partie B : étude d'une suite de fon
tionsPour tout entier k ∈ N
∗, on 
onsidère la fon
tion fk dé�nie sur R par : ∀x ∈ R, fk(x) = (x+ 1)ekxOn note Ck la 
ourbe de fk dans le plan muni d'un repère orthonormé.4. a. Cal
uler les limites de la fon
tion fk en −∞ et en +∞ 1 pointEn +∞ : par produit de limites de référen
e (puisque k > 0) lim

x→−∞
fk(x) = lim

x→+∞
(x+ 1)ekx = +∞En −∞ : lim

x→−∞
ekx = 0 (
ar k > 0) et lim

x→−∞
xekx = 0 par 
roissan
es 
omparées,d'où par produit lim

x→−∞
fk(x) = lim

x→−∞
xekx + ekx = 0b. Dresser le tableau de variation de fk en y faisant �gurer les valeurs prises par fk en −1 et en 0 2 pts2



La fon
tion fk est dérivable sur R 
omme produit de fon
tions dérivables, de plus
∀x ∈ R, f ′

k(x) = ekx + (x+ 1)kekx = (kx+ k + 1)ekx
omme ekx > 0 sur R, f ′
k(x) est du signe de kx+ k + 1or kx+ k + 1 > 0⇔ kx > −k − 1⇔ x > −k + 1

k
(
ar k > 0) ⇔ x > −1− 1

kon en déduit le tableau de variation suivant, puisque fk(−1) = 0 et fk(0) = 1 :
x

f ′
k(x)

fk(x)

−∞ −1− 1

k
+∞

− 0 +00
−e−(k+1)

k
−e−(k+1)

k

+∞+∞

−10 015. a. Etudier la position relative des 
ourbes Ck et Ck+1. Vous pré
iserez leurs points d'interse
tion. 2,5 ptsSoit x ∈ R et k ∈ N
∗ alors fk+1(x) > fk(x)⇔ (x+ 1)e(k+1)x

> (x+ 1)ekx

⇔ (x+ 1)ekxex > (x+ 1)ekx ⇔ (x+ 1)ex > x+ 1 (en simpli�ant par ekx > 0) ⇔ (x+ 1)(ex − 1) > 0or nous ex − 1 > 0⇔ ex > 1⇔ x > 0 et x+ 1 > 0⇔ x > −1on en déduit le tableau de signes suivant :
x

x + 1

ex − 1

(x + 1)(ex − 1)

−∞ −1 0 +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − 0 +ainsi Ck+1 se situe au�dessus de Ck pour x ∈]−∞,−1]∪[0,+∞[, et en�dessous de Ck pour x ∈ [−1, 0]et les 
ourbes Ck et Ck+1 s'interse
tent aux points de 
oordonnées (−1, 0) et (0, 0)b. Dessiner sur un même graphique l'allure de Ck et Ck+12 pointsOn représente l'allure d'une des deux 
ourbes (Ck parexemple) à l'aide des informations du tableau de va-riations, puis la deuxième (Ck+1 alors) à l'aide de laposition relative trouvée à la question pré
édente. Ci-
ontre, 
e sont C1 et C2 qui sont représentées et onvoit déjà pour C2 que le minimum n'est plus vraimentper
eptible.
C1

C2

Partie C : étude d'une suite impli
ite6. a. Montrer que, pour tout k ∈ N
∗, l'équation fk(x) = k admet une unique solution dans R notée uk 2 ptsSoit ∈ N

∗, la fon
tion fk prenant des valeurs négatives sur ]∞,−1], l'équation fk(x) = k n'a pas desolution sur 
et intervallepar ailleurs, la fon
tion fk est 
ontinue (
ar dérivable) et stri
tement 
roissante sur l'intervalle [−1,+∞[,don
 d'après le théorème de la bije
tion, elle réalise une bije
tion de [−1,+∞[sur [fk(−1), lim
x→+∞

fk(x)

[

= [0,+∞[
omme k ∈ [0,+∞[, l'équation fk(x) = k admet une unique solution sur [0,+∞[�nalement l'équation fk(x) = k admet une unique solution uk dans R de plus uk ∈ [0,+∞[b. Déterminer expli
itement u1 1 point3



Il faut i
i remarquer que f1(0) = 1, don
 u1 = 0 par uni
ité de la solution de l'équation f1(x) = 17. Montrer que, pour tout entier k > 1, on a : 0 6 uk 6
ln(k)

k
2 pointsEn déduire que la suite (uk) 
onverge et donner sa limite.Soit k > 1, on trouve fk(0) = 1 et

fk

(

ln(k)

k

)

=

(

ln(k)

k
+ 1

)

exp

(

k × ln(k)

k

)

=

(

ln(k)

k
+ 1

)

eln(k) =

(

ln(k)

k
+ 1

)

× k = ln(k) + kor 1 6 k 6 k + ln(k) (
ar k > 1 ⇒ ln(k) > 0) i.e. fk(0) 6 fk(uk) 6 fk

(

ln(k)

k

) don
 0 6 uk 6
ln(k)

k
ar fk est 
roissante sur R+en�n, lim
k→+∞

ln(k)

k
= 0 par 
roissan
es 
omparées, don
 par théorème des gendarmes, on déduit de l'inégalitépré
édente que la suite (uk) 
onverge vers 0Nota bene : on peut aussi utiliser le théorème des valeurs intermédiaires à partir de

fk(0) 6 k 6 fk

(

ln(k)

k

) pour montrer que fk(x) = k admet une solution sur [0, ln(k)
k

] qui est don
 ukOption B pour l'inégalité : par dé�nition f(uk) = k i.e. (uk + 1)ekuk = kor uk > 0 et k > 0⇒ 1 6 (uk + 1) et don
 1 6 ekuk 6 (uk + 1)ekuk i.e. et ekuk 6 k puis on 
ompose par ln8. a. Soit k > 1 un entier, montrer que : uk =
ln(k)

k
− ln(uk + 1)

k
1 pointSoit k ∈ N

∗, par dé�nition fk(uk) = k i.e. (uk + 1)ekuk = k et les termes étant stri
tement positifs :
ln(uk + 1) + ln(ekuk) = ln(k) soit kuk = ln(k)− ln(uk + 1) d'où uk =

ln(k)

k
− ln(uk + 1)

kb. En déduire que uk ∼
ln(k)

k
lorsque k tend vers +∞ 1,5 pointsPour k > 2,

uk
ln(k)
k

= uk ×
k

ln(k)
et d'après l'égalité pré
édente, uk × k

ln(k)
= 1− ln(uk + 1)

ln(k)or, sa
hant que (uk) 
onverge vers 0, par opération (� 0

+∞ �), lim
k→+∞

ln(uk + 1)

ln(k)
= 0don
 lim

k→+∞
uk ×

k

ln(k)
= 1, i.e. uk ∼

ln(k)

k
lorsque k → +∞9. Quelle est la nature de la série ∑

k>1

uk ? 1,5 pointsLa série de Riemann ∑

k>1

1

k
est divergente, or si k > 3 alors ln(k) > ln(3) > ln(e) (par 
roissan
e de ln)don
 0 6

1

k
6

ln(k)

k
pour tout k > 3, don
 la série ∑

k>3

ln(k)

k
diverge par théorème 
omparaison de séries àtermes positifs et don
 ∑

k>1

ln(k)

k
également (N.B. : on peut aussi raisonner en montrant que 1

k
= o

(

ln(k)

k

))or uk ∼ ln(k)

k
lorsque k tend vers +∞, don
 les séries (à termes positifs) ∑

k>1

uk et ∑
k>1

ln(k)

k
sont de mêmenature d'après le 
ritère de 
omparaison des séries à termes positifs, ainsi la série ∑

k>1

uk diverge4



Exer
i
e 2 - EM Lyon 2018 33 pointsOn note B = (e1, e2, e3) la base 
anonique de R
3On 
onsidère l'endomorphisme f de R

3 dont la matri
e dans la base B est la matri
e A donnée par :
A =











0 −2 −5
−2 0 4

1 1 0









On 
onsidère également l'endomorphisme g de R
3 dé�ni par :

∀(x, y, z) ∈ R
3, g(x, y, z) = (x+ y − z, 2y, −x+ y + z)Par ailleurs, on pose : u = e1 − e2 = (1,−1, 0) et v = f(e1) + e1En�n, on admet le résultat suivant : deux matri
es semblables ont le même spe
tre (don
 les mêmes valeurspropres).1. a. Cal
uler v 1 pointOn a v = f(e1) + e1 mais, puisque A est la matri
e de f dans la base B = (e1, e2, e3), la le
ture de sapremière 
olonne permet de trouver f(e1) = −2e2 + e3ainsi, v = f(e1) + e1 = e1 − 2e2 + e3b. Montrer que la famille C = (u, v, e1) est une base de R

3 1,5 pointsMontrons que la famille C = (u, v, e1) est libre, soit (λ, µ, γ) ∈ R
3, tels que λu+ µv + γe1 = 0R3alors λ(e1 − e2) + µ(e1 − 2e2 + e3) + γe1 = 0 don
 (λ+ µ+ γ)e1 + (−λ− 2µ)e2 + µe3 = 0don
 

















λ+ µ+ γ = 0

−λ− 2µ = 0

µ = 0

et don
 λ = µ = γ = 0ainsi, C est une famille libre de R
3 et puisque Card(C) = dim(R3) = 3 alors C est une base de R

3
. On note P la matri
e de passage de la base B à la base C 2 pointsExpli
iter la matri
e P et 
al
uler P−1Par dé�nition de la matri
e de passage P de B à C, P =











1 1 1

−1 −2 0

0 1 0









pour 
al
uler P−1, on peut pro
éder à un 
al
ul d'inverse on peut aussi utiliser le fait que P−1 est lamatri
e de passage de C à B et inverser les relations qui dé�nissent u, v et e1 à partir de (e1, e2, e3)puis
u = e1 − e2 alors e2 = e1 − uet v = e1 − 2e2 + e3 d'où e3 = v − e1 + 2e2 = v − e1 + 2(e1 − u) = −2u+ v + e1d'où 

















e1 = 0× u+ 0× v + 1× e1

e2 = −u+ e1

e3 = −2u+ v + e1

ainsi, P−1 = PC→B =











0 −1 −2
0 0 1

1 1 1









2. a. Etablir le lien entre les matri
es A, A′, P et P−1 où A′ est la matri
e de f dans la base C 1 pointD'après la formule de 
hangement de base, MB(f) = PB→CMC(f)PC→B don
 A = PA′P−15



b. Expli
iter la matri
e A′ 1,5 pointsD'après la question pré
édente A = PA′P−1 don
 P−1AP = P−1PA′P−1P = I3A
′I3 = A′ et on
al
ule : AP =











0 −2 −5
−2 0 4

1 1 0





















1 1 1

−1 −2 0

0 1 0











=











2 −1 0

−2 2 −2
0 −1 1











don
 P−1AP =











0 −1 −2
0 0 1

1 1 1





















2 −1 0

−2 2 −2
0 −1 1











=











2 0 0

0 −1 1

0 0 −1











soit A′ =











2 0 0

0 −1 1

0 0 −1









Option B : on peut aussi 
al
uler les images, on trouve f(u) = 2u, f(v) = −v et utiliser que pardé�nition de v, f(e1) = v − e1
. En déduire les valeurs propres de A et déterminer les sous-espa
es propres asso
iés. 5 pointsLa matri
e A′ est triangulaire, ses valeurs propres sont ses 
oe�
ients diagonaux, don
 Sp(A′) = {−1, 2}or A et A′ sont semblables, don
 d'après la propriété de l'énon
é, Sp(A) = Sp(A′) ainsi Sp(A) = {−1, 2}on détermine alors les sous-espa
es propres :
• pour λ = −1 alors pour X = t(x y z) ∈ M3,1(R), AX = −X ⇔ (A+ I3)X = 03,1

⇔











1 −2 −5 0

−2 1 4 0

1 1 1 0











⇔











1 −2 −5 0

0 −3 −6 0

0 3 6 0











L2 ← L2 + 2L1

L3 ← L3 − L1

⇔











1 −2 −5 0

0 1 2 0

0 0 0 0











L2 ← −
1

2
L2

L3 ← L3 − L2

⇔







x− 2y − 5z = 0

y + 2z = 0
⇔







x = 2y + 5z

y = −2z
⇔







x = z

y = −2z
⇔ X ∈ {t(z,−2z, z), z ∈ R}don
 E−1(A) = Vect(t(1,−2, 1))

• pour λ = 2 alors pour X = t(x y z) ∈ M3,1(R), AX = −X ⇔ (A− 2I3)X = 03,1

⇔











−2 −2 −5 0

−2 −2 4 0

1 1 −2 0











⇔











1 1 −2 0

−2 −2 4 0

−2 −2 −5 0











L1 ↔ L3

L3 ↔ L1

⇔











1 1 −2 0

0 0 0 0

0 0 −9 0











L2 ← L2 + 2L1

L3 ← L3 + 2L1

⇔







x+ y − 2z = 0

−9z = 0
⇔







x = −y
z = 0

⇔ X ∈ {t(−y, y, 0), z ∈ R}don
 E2(A) = Vect(t(−1, 1, 0))d. L'endomorphisme f est-il bije
tif ? 1 pointD'après la question pré
édente, 0 6∈ Sp(A) don
 A est inversible et don
 par 
ara
térisation f est bije
tif .3. a. Déterminer la matri
e B de g dans la base B 1 pointOn 
al
ule :
g(e1) = g(1, 0, 0) = (1, 0,−1) = e1 − e3
g(e2) = g(0, 1, 0) = (1, 2, 1) = e1 + 2e2 + e3
g(e3) = g(0, 0, 1) = (−1, 0, 1) = −e1 + e3

ainsi, B =











1 1 −1
0 2 0

−1 1 1









6



b. Montrer : B2 = 2B 1 pointLe produit matri
iel donne :
B2 =











1 1 −1
0 2 0

−1 1 1





















1 1 −1
0 2 0

−1 1 1











=











2 2 −2
0 4 0

−2 2 2











= 2B don
 B2 = 2B
. En déduire les valeurs propres de B , ainsi qu'une base de 
haque sous-espa
e propre. 5 pointsD'après 3.b., B2 − 2B = 0 don
 x2 − 2x est un polyn�me annulateur de B don
 les valeurs proprespossibles pour B sont les ra
ines de x2 − 2x = x(x− 2), ainsi, Sp(B) ⊂ {0, 2}Soit X = t(x y z) ∈ M3,1 alors X ∈ E0(B)⇔ BX = 03,1 ⇔















x+ y − z = 0

2y = 0

−x+ y + z = 0

⇔







x = z

y = 0

⇔ X ∈ {t(x 0 x), x ∈ R} ⇔ X ∈ Vect
(t(1 0 1)

) ainsi, BX = 03,1 admet des solutions non nullesdon
 0 est valeur propre, E0(B) = Vect
(t(1 0 1)

) et t(1 0 1) est une base E0(B) 
ar il formeune famille libre de E0(B) (
omposée d'un seul ve
teur non nul) et génératri
e par dé�nition du VectDe même, X ∈ E2(B)⇔ BX = 2X ⇔



















x+ y − z = 2x

2y = 2y

−x+ y + z = 2z

⇔ x = y − z

⇔ X ∈ {t(y − z y z), (y, z) ∈ R
2} ⇔ X ∈ {yt(1 1 0) + zt(−1 0 1), (y, z) ∈ R

2}
⇔ X ∈ Vect

(t(1 1 0), (−1 0 1)
) ainsi, BX = 2X admet des solutions non nulles don


2 est valeur propre, E2(B) = Vect
(t(1 1 0), t(−1 0 1)

)et (t(1 1 0), t(−1 0 1)
) est une base E2(B)
ar elle forme une famille libre de E2(B) (
omposée de deux ve
teurs qui sont non proportionnels) etgénératri
e par dé�nition du Vectd. La matri
e B est-elle diagonalisable ? 2,5 pointsOn pose D = Diag(0, 2, 2) et Q =











1 1 −1
0 1 0

1 0 1











alors Q est une matri
e de passage et elle est don
inversible. En e�et Q 
ontient en 
olonnes une 
on
aténation de familles libres asso
iées à des valeurspropres distin
tes, 
ette 
on
aténation est don
 une famille libre et don
 une base deM3,1(R) 
ar elle
ontient 3 éléments et dim(M3,1(R)) = 3. De plus
BQ =











1 1 −1
0 2 0

−1 1 1





















1 1 −1
0 1 0

1 0 1











=











0 2 −2
0 2 0

0 0 2











etQD =











1 1 −1
0 1 0

1 0 1





















0 0 0

0 2 0

0 0 2











=











0 2 −2
0 2 0

0 0 2









ainsi BQ = QD don
 BQQ−1 = QDQ−1 i.e. B = QDQ−1 et don
 B est diagonalisable.On pose : E = {M ∈ M3(R) | BM = MA}4. a. Montrer que E est un espa
e ve
toriel. 1,5 pointsOn montre que E est un sous-espa
e ve
toriel deM3(R)� E est in
lus dansM3(R) par dé�nition.� B × 03 = 03 = 03 ×A don
 03 ∈ E (E est don
 non vide)� soit M,N ∈ E et λ ∈ R, alors B(λM +N) = λBM +BN = λMA+NA (
ar M,N ∈ E)don
 B(λM +N) = (λM +N)A ainsi, λM +N ∈ E7



don
 E est un sous-espa
e ve
toriel deM3(R) et don
 un espa
e ve
toriel.b. Soit M une matri
e appartenant à E 1,5 pointsMontrer que M n'est pas inversible (on pourra raisonner par l'absurde).Soit M une matri
e appartenant à E , on a don
 BM = MAsupposons que M soit inversible, alors BM = MA⇒ A = M−1BMles matri
es A et B sont don
 semblablesdon
 d'après la propriété donnée par l'énon
é A est B ont les mêmes valeurs propres 
e que l'on peuté
rire Sp(A) = Sp(B) or Sp(A) = {−1, 2} et Sp(B) = {0, 2}
e qui est don
 
ontradi
toire, don
 notre hypothèse de départ est fausseainsi, si M ∈ E , alors M n'est pas inversible.5. On 
her
he à montrer que E n'est pas réduit à l'ensemble {0}a. Justi�er que, pour tout réel λ, les matri
es A−λI3 et (tA)−λI3 ont même rang, la matri
e I3 désignantla matri
e identité deM3(R) 1 pointLe rang étant 
onservé par transposition, pour tout λ ∈ R,
rg(A− λI3) = rg(t(A− λI3)) = rg(tA− t(λI3)) = rg(tA− λI3)b. En déduire que les matri
es B et tA admettent une valeur propre en 
ommun, notée α 1 pointOn a montré en 2.
 et 3.
 que 2 ∈ Sp(A) et 2 ∈ Sp(B)don
 A− 2I2 n'est pas inversible et don
 d'après la question pré
édente, tA− 2I2 non plus (sinon leursrangs seraient di�érents), et don
 2 est valeur propre de tAdon
 2 est valeur propre de B et de tA
. Soient X un ve
teur propre de B asso
ié à la valeur propre α, et Y un ve
teur propre de tA asso
ié àla valeur propre α. On note : N = XtY 3 pointsMontrer que la matri
e N est non nulle et que N appartient à EOn a X ∈ E2(B) don
 BX = 2X et Y ∈ E2(

tA) don
 tAY = 2Yalors BN = BXtY = 2XtY = 2N et NA = XtY A = Xt(tAY ) = Xt(2Y ) = 2XtY = 2Ndon
 BN = NA et don
 N ∈ E reste à montrer que N n'est pas la matri
e nulleon pose X =











x1

x2

x3











et Y =











y1

y2

y3











alors XtY =











x1

x2

x3











(y1 y2 y3) =











x1y1 x1y2 x1y3

x2y1 x2y2 x2y3

x3y1 x3y2 x3y3










omme X et Y sont des ve
teurs propres alors ils sont non nulsdon
 ∃i0 ∈ [[1, 3]], xi0 6= 0 et ∃j0 ∈ [[1, 3]], yj0 6= 0 don
 xi0yj0 6= 0 et don
 N n'est pas la matri
e nulle(elle possède au moins un 
oe�
ient non nul) ainsi, N ∈ E \ {03}d. En déduire : dim(E) > 2 2,5 pointsOn sait d'après 3.
 que E2(B) est de dimension 2, soit (X1,X2) une base de E2(B) et Y ∈ E2(
tA)alors d'après la question 5.
. N1 = X1

tY et N2 = X2
tY sont des éléments non nuls de Emontrons alors que la famille (N1, N2) est libre, soit λ1, λ2 ∈ R tels que λ1N1 + λ2N2 = 03alors λ1N1 + λ2N2 = 03 ⇒ λ1X1

tY + λ2X2
tY = 03 ⇒ (λ1X1 + λ2X2)

tY = 03
E2(B) étant un sous-espa
e ve
toriel de M3,1(R), si on pose X = λ1X1 + λ2X2, on a X ∈ E2(B) et
XtY = 03 alors à nouveau d'après la question 5.
 que X = 0 et don
 λ1X1 + λ2X2 = 0la famille (X1,X2) étant une base de E2(B), elle est en parti
ulier libre et don
 λ1 = λ2 = 0ainsi, (N1, N2) est une famille libre formée de deux ve
teurs de E et don
 dim(E) > 28



Exer
i
e 3 - L'entropie en probabilité - EM Lyon 2023L'objet de 
et exer
i
e est d'introduire la fon
tion d'entropie qui mesure l'in
ertitude sur la valeur prise par unevariable aléatoire donnée.NotationDans tout l'exer
i
e, n désigne un entier naturel non nul et [[1, n]] désigne l'ensemble des entiers 
ompris entre 1 et
n : [[1, n]] = {k ∈ N, 1 6 k 6 n}Les parties II et III sont indépendantes, mais utilisent des résultats de la partie I.Partie I - Préliminaire1. Soit h : R+ → R dé�nie par h(x) = 





x ln(x) si x > 0

0 si x = 0a. Démontrer que la fon
tion h est 
ontinue sur R+ 1 pointLa fon
tion h est 
ontinue sur ]0;+∞[ 
omme produit de fon
tions 
ontinues sur 
et intervalle. De plus,on sait, par 
roissan
es 
omparées, que lim
x→0

x ln(x) = 0, don
 lim
x→0

h(x) = 0 = h(0), 
e qui montre la
ontinuité de h en 0 (à droite). Finalement h est 
ontinue sur ]0,+∞[ et en 0don
 h est 
ontinue sur R+b. La fon
tion h est-elle dérivable en 0 ? 1 pointOn étudie la limite du taux d'a

roissement en 0 :pour tout x > 0, h(x)− h(0)

x− 0
=

h(x)

x
= ln(x), or lim

x→0
ln(x) = −∞ don
 lim

x→0

h(x)− h(0)

x− 0
= −∞don
 h n'est pas dérivable en 0Remarque : sa 
ourbe représentative présente une (demi-)tangente verti
ale (et vers le bas) en 0
. Déterminer les anté
édents de 0 par la fon
tion h 1 pointPar dé�nition de h(0), 0 est déjà un anté
édent de 0 par la fon
tion h. Cher
hons maintenant lesanté
édents stri
tement positifssoit x > 0, alors h(x) = 0⇔ x ln(x) = 0⇔ ln(x) = 0 
ar x > 0⇔ x = 1Finalement, 0 admet exa
tement 2 anté
édents par la fon
tion h, qui sont 0 et 12. Pour tout x dans [0; 1] on pose g(x) = −h(x)− h(1 − x) 2,5 pointsDresser le tableau de variations de la fon
tion gOn peut remarquer au préalable que g est bien dé�nie 
ar, pour tout x ∈ [0, 1], x ∈ R

+ et 1− x ∈ R
+de plus, pour tout x ∈ ]0; 1[, on a x > 0 et 1− x > 0, don
 g(x) = −x ln(x)− (1− x) ln(1− x)ainsi, g est dérivable sur ]0, 1[ par opérations et 
omposition de fon
tions dérivables, et pour tout x ∈ ]0; 1[ :

g′(x) = − ln(x)−x× 1

x
− (−1) ln(1−x)− (1−x)× −1

1− x
= − ln(x)− 1+ ln(1−x)+ 1 = − ln(x)+ ln(1−x)don
, pour tout x ∈ ]0; 1[ , g′(x) > 0⇔ − ln(x) + ln(1− x) > 0⇔ ln(x) < ln(1− x)⇔ x < 1− xpar stri
te 
roissan
e de l'exponentielle ⇔ 2x < 1⇔ x <
1

2alors de même, g′(x) < 0⇔ x >
1

2
, et g′(x) = 0⇔ x =

1

2
, de plus,

g(0) = −h(0) − h(1) = 0, g(1) = −h(1) − h(0) = 0 et g(1

2

)

= −1

2
ln

(

1

2

)

− 1

2
ln

(

1

2

)

= − ln

(

1

2

)

= ln(2)en�n, puisque g est 
ontinue (addition et 
omposition de fon
tions 
ontinues), on peut donner son tableaude variations sur [0, 1] :
9



x

g′(x)

g

0
1

2
+∞+ 0 -

00

ln(2)ln(2)

00Partie II - Des variables aléatoires dis
rètesSi X est une variable aléatoire dis
rète sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ), l'entropie de X est, sous réserved'existen
e : H(X) = −
∑

x∈X(Ω)

h(P (X = x))En parti
ulier, lorsque X est à valeurs dans un ensemble �ni {x1, . . . , xn} ⊂ R, l'entropie de X existe toujours etvaut : H(X) = −
n
∑

i=1

h(pi) où, pour tout i ∈ [[1, n]], pi = P (X = xi)3. Dans 
ette question U est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme dis
rète sur [[1, n]] 1,5 pointsDéterminer H(U)La variable aléatoire U est à valeurs dans [[1, n]] et, pour tout k ∈ [[1, n]], P (U = k) =
1

nd'où par dé�nition, H(U) = −
n
∑

k=1

h

(

1

n

)

= −nh
(

1

n

)

= −n× 1

n
ln

(

1

n

)

= − ln

(

1

n

)
'est-à-dire : H(U) = ln(n)4. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli de paramètre p ∈ ]0; 1[ 2 pointsDémontrer que H(X) 6 ln(2) ave
 égalité si et seulement p =
1

2
. On pourra utiliser la question 2.La variable aléatoire U est à valeurs dans {0, 1} ave
 P (X = 0) = 1− p et P (X = 1)d'où H(X) = −

(

h(1− p) + h(p)
)

= g(p)or, d'après les variations de g étudiées à la question 2., g admet un maximum sur [0, 1], qui est ln(2)par 
onséquent, H(X) 6 ln(2)de plus, 
omme g est stri
tement 
roissante sur [0, 1
2

], pour tout p ∈ [

0,
1

2

[, g(p) < g

(

1

2

), soit g(p) < ln(2)de même, par stri
te dé
roissan
e de g sur [0; 1
2

] on a g(p) < ln(2) pour tout p ∈ ]

1

2
; 1

]ainsi, g(1

2

)

= ln(2), mais g(p) < ln(2) pour tout p ∈ [0; 1] \
{

1

2

}�nalement H(X) = ln(2) si et seulement si p =
1

2
.5. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois de Bernoulli de paramètresrespe
tifs p1 et p2, dé�nies sur le même espa
e probabilisé.Soit Z la variable aléatoire telle que :

• Z(Ω) = {0, 1}
• l'événement [Z = 1] est réalisé si et seulement si l'événement � X1 +X2 est impair � est réalisé.On dé�nit le réel p par : p = P (Z = 1)a. Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire X1 +X2 ? 0,5 pointLes variables aléatoires X1 et X2 sont à valeurs dans {0, 1} don
 X1 +X2 est à valeurs dans {0, 1, 2}10



b. Démontrer que p = p1(1− p2) + p2(1− p1) 1,5 pointsPar dé�nition de Z, [Z = 1] =
(

[X1 = 1] ∩ [X2 = 0]
)

∪
(

[X1 = 0] ∩ [X2 = 1]
)don
 par in
ompatibilité P (Z = 1) = P

(

[X1 = 1] ∩ [X2 = 0]
)

+ P
(

[X1 = 0] ∩ [X2 = 1]
)puis, par indépendan
e de X1 et X2, P (Z = 1) = P (X1 = 1)P (X2 = 0) + P (X1 = 0)P (X2 = 1)
'est-à-dire p = p1(1− p2) + (1− p1)p2
. Véri�er que 1− 2p = (1− 2p1)(1 − 2p2) 1 pointD'après la question pré
édente :

1− 2p = 1− 2p1(1− p2)− 2(1 − p1)p2 = 1− (2p1 − 2p1p2)− (2p2 − 2p1p2) = 1− 2p1 − 2p2 + 4p1p2or, (1− 2p1)(1− 2p2) = 1− 2p1 − 2p2 + 4p1p2 et on trouve bien 1− 2p = (1− 2p1)(1 − 2p2)6. Soit p ∈ ]0; 1[ et (Xk)k∈N∗ une suite de variables aléatoires (mutuellement) indépendantes de même loi deBernoulli de paramètre pPour tout n ∈ N
∗ on pose Sn =

n
∑

k=1

Xk et on 
onsidère la variable aléatoire Zn telle que :
• Zn(Ω) = {0, 1}
• l'événement [Zn = 1] est réalisé si et seulement si l'événement � Sn est impair � est réalisé.a. Soit n ∈ N

∗. Quelle est la loi de la variable aléatoire Sn ? 1,5 pointsLa variable Sn est la somme de n variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramètre pelle � 
ompte � don
 le nombre de su

ès lors de 
ette répétition d'épreuves de Bernoulli, par 
onséquent,
Sn suit une loi binomiale de paramètres (n, p)Pour bien faire, on le démontre par ré
urren
e, pour n ∈ N

∗, on dé�nit P (n) : Sn →֒ B(n, p)Initialisation : P (1) est vraie 
ar S1 = X1 →֒ B(p) = B(1, p)Hérédité : soit n ∈ N
∗, on suppose P (n) vraiealors par hypothèse Sn →֒ B(n, p), de plus Xn+1 →֒ B(p) = B(1, p) et d'après le lemme des 
oalitions,

Sn et Xn+1 sont indépendantes (
ar Sn est fon
tion de X1, . . . ,Xn et les variables X1, . . . ,Xn+1 sontmutuellement indépendantes) don
 par propriété Sn + Xn+1 →֒ B(n + 1, p) i.e. Sn+1 →֒ B(n, p) 
ar
Sn+1 =

n
∑

k=0

Xk +Xn+1 = Sn +Xn+1 i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N
∗, P (n) est vraie.b. Démontrer que pour tout n ∈ N

∗ on a : 1− 2P (Zn = 1) = (1− 2p)n 4 points(on pourra raisonner par ré
urren
e).On suit l'indi
ation, pour n ∈ N
∗, on dé�nit la propriété Q(n) : 1− 2P (Zn = 1) = (1− 2p)nInitialisation : 1 − 2P (Z1 = 1) = 1 − 2P (S1 est impair) = 1 − 2P (X1 est impair) 
ar S1 = X1 don


1− 2P (Z1 = 1) = 1− 2P (X1 = 1) = 1− 2p = (1− 2p)1 don
 Q(1) est vraieHérédité : soit n ∈ N
∗ quel
onque �xé. On suppose que Q(n) est vraiealors P (Zn+1 = 1) = P (Sn+1 est impair) = P (Sn +Xn+1 est impair)don
, d'après la (petite) formule des probabilités totales, ave
 le système 
omplet d'événements ([Xn+1 =

0], [Xn+1 = 1]
) :

P (Zn+1 = 1) = P
(

[Sn +Xn+1 est impair] ∩ [Xn+1 = 0]
)

+ P
(

[Sn +Xn+1 est impair] ∩ [Xn+1 = 1]
)

= P
(

[Sn est impair] ∩ [Xn+1 = 0]
)

+ P
(

[Sn est pair] ∩ [Xn+1 = 1]
)or, 
omme vu plus haut Xn+1 est indépendante de X1, . . . ,Xn, don
 de Sn don
 :

P (Zn+1 = 1) = P (Sn est impair)P (Xn+1 = 0) + P (Sn est pair)P (Xn+1 = 1)
= P (Zn = 1)P (Xn+1 = 0) + P (Zn = 0)P (Xn+1 = 1)et don
, d'après l'hypothèse de ré
urren
e et la dé�nition de Xn :11



Re
ti�
ation d'une erreur et légère modi�
ation de la démar
he : il est plus simple de travailler ave

P (Zn+1 = 1) et de ne faire apparaitre 1− 2P (Zn+1 = 1) qu'à la �n :
P (Zn+1 = 1) =

1− (1− 2p)n

2
(1− p) +

(

1− 1− (1− 2p)n

2

)

p

=
1

2
(1− p) +

(

1− 1

2

)

p+
(1− 2p)n

2
[−(1− p) + p]

=
1

2
+

(1− 2p)n

2
[−(1− 2p)]

=
1

2
− (1− 2p)n+1

2et don
 2P (Zn+1 = 1) = 1− (1− 2p)n+1 soit 1− 2P (Zn+1 = 1) = (1− 2p)n+1
e qui montre Q(n+ 1) d'où l'hérédité et don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N
∗, Q(n) est vraie�nalement on a montré (par ré
urren
e) que, pour tout n ∈ N

∗, on a 1− 2P (Zn = 1) = (1− 2p)n
. Démontrer que H(Zn) 6 ln(2). Dans quel(s) 
as a-t-on égalité ? 1,5 pointsLa variable aléatoire Zn suit une loi de Bernoulli, don
, d'après la question 4., on a H(Zn) 6 ln(2)et, toujours d'après la question 4., H(Zn) = ln(2)⇔ P (Zn = 1) =
1

2
⇔ 2P (Zn = 1) = 1

⇔ 1− 2P (Zn = 1) = 0⇔ (1− 2p)n = 0 (question pré
édente) ⇔ 1− 2p = 0⇔ p =
1

2�nalement H(Zn) = ln(2) si et seulement si p =
1

2Partie III - Des variables à densitéSi X est une variable aléatoire sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ) de densité f , on dit que X admet une entropielorsque l'intégrale impropre ∫ +∞

−∞

h ◦ f(t)dt 
onverge absolument ; l'entropie de X est alors :
H(X) = −

∫ +∞

−∞

h ◦ f(t)dt7. Soit U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [a; b] où a et b sont des réels tels que a < ba. Démontrer que U admet une entropie. 1,5 pointsLa variable aléatoire U a pour densité la fon
tion f dé�nie par : f(t) = 





1

b− a
si a 6 t 6 b

0 sinonainsi, h ◦ f est nulle en dehors de [a, b] (puisque h(0) = 0),et pour tout t ∈ [a, b], h ◦ f(t) = 1

b− a
ln

(

1

b− a

)

=
− ln(b− a)

b− aon en déduit que U admet une entropie 
ar nous sommes ramenés à l'intégrale ∫ b

a

ln(b− a)

b− a
dt qui
onverge absolument puisqu'il s'agit de l'intégrale d'une fon
tion 
ontinue (
onstante) sur un segqment.b. Déterminer H(U) 1 pointOn �nit le 
al
ul débuté à la question pré
édente :

H(U) =

∫ b

a

ln(b− a)

b− a
dt =

ln(b− a)

b− a

∫ b

a

1dt =
ln(b− a)

b− a
(b− a) et don
 H(U) = ln(b− a)8. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramètre λ > 0, de densité fa. Justi�er de la 
onvergen
e de l'intégrale impropre ∫ +∞

0
tf(t)dt et déterminer sa valeur. 1 pointOn re
onnait l'espéran
e de la loi exponentielle, or si X suit une loi exponentielle de paramètre λ > 0,alors on sait d'après le 
ours que X admet une espéran
e et que E(X) =

1

λ
.12



don
 l'intégrale ∫ +∞

0
tf(t)dt est (absolument) 
onvergente et ∫ +∞

0
tf(t)dt =

1

λb. Démontrer que X admet une entropie et que H(X) = 1− ln(λ) 2,5 pointsLa variable aléatoire X a pour densité la fon
tion f dé�nie par : f(t) = 





λe−λt si t > b

0 sinonainsi, h ◦ f est nulle sur ]0,+∞[ (puisque h(0) = 0), et pour tout t > 0, on a :
h ◦ f(t) = λe−λt ln

(

λe−λt
)

= λe−λt(ln(λ)− λt) = λe−λt ln(λ)− λe−λtλt = ln(λ)f(t)− λtf(t)ainsi, X admet une entropie si l'intégrale ∫ +∞

0
(− ln(λ)f(t) + λtf(t)) dt 
onverge absolument. Or,

∫ +∞

0
f(t)dt est (absolument) 
onvergente et vaut 1 (f est une densité de probabilité), et ∫ +∞

0
tf(t)dtest (absolument) 
onvergente et vaut 1

λ
(question pré
édente) don
 X admet une entropie :

H(X) =

∫ +∞

0
(− ln(λ)f(t) + λtf(t)) dt = − ln(λ)

∫ +∞

0
f(t)dt + λ

∫ +∞

0
tf(t)dt

H(X) = − ln(λ)× 1 + λ× 1

λ
= − ln(λ) + 1 
e qui donne bien : H(X) = 1− ln(λ)9. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale N (m,σ2) où m ∈ R et σ > 0. On note φ la densitéusuelle de la variable aléatoire Xa. Donner l'espéran
e et la varian
e de X. En déduire la valeur de l'intégrale impropre ∫ +∞

−∞

t2φ(t)dtOn sait, d'après le 
ours queX admet une espéran
e et une varian
e et que E(X) = m et V (X) = σ2 .Ensuite, l'intégrale impropre ∫ +∞

−∞

t2φ(t)dt est (absolument) 
onvergente puisqu'il s'agit du momentd'ordre 2 de X (qui existe puisque X admet une varian
e).de plus, ∫ +∞

−∞

t2φ(t)dt = E(X2) = V (X) + E(X)2 d'après la formule de K÷nig-Huygens
'est-à-dire : ∫ +∞

−∞

t2φ(t)dt = σ2 +m2 1,5 pointsb. Démontrer que X admet une entropie et que H(X) =
1 + ln(2πσ2)

2
3 pointsPour tout t ∈ R, φ(t) =

1√
2πσ2

e
−

(t−m)2

2σ2 , d'où
h ◦ f(t) = φ(t) ln(φ(t)) = φ(t) ln

(

1

σ
√
2πσ2

e
−

(t−m)2

2σ2

)

= φ(t)

[

ln

(

1√
2πσ2

)

− (t−m)2

2σ2

]

= φ(t)

[

−1

2
ln(2πσ2)− (t−m)2

2σ2

]

= −1

2
ln(2πσ2)φ(t)− t2 − 2mt+m2

2σ2
φ(t)

= −1

2
ln(2πσ2)φ(t) − 1

2σ2
t2φ(t) +

m

σ2
tφ(t)− m2

2σ2
φ(t)or, ∫ +∞

−∞

φ(t)dt est (absolument) 
onvergente et vaut 1 (φ est une densité de probabilité), ∫ +∞

−∞

tφ(t)dtest (absolument) 
onvergente et vaut m (
f question pré
édente), et ∫ +∞

−∞

t2φ(t)dt est (absolument)
onvergente et vaut σ2 +m2 (
f question pré
édente)par 
onséquent, X admet une entropie et :13



H(X) =

∫ +∞

−∞

(

1

2
ln(2πσ2)φ(t) +

1

2σ2
t2φ(t)− m

σ2
tφ(t) +

m2

2σ2
φ(t)

)

dt

=
1

2
ln(2πσ2)

∫ +∞

−∞

φ(t)dt +
1

2σ2

∫ +∞

−∞

t2φ(t)dt − m

σ2

∫ +∞

−∞

tφ(t)dt+
m2

2σ2

∫ +∞

−∞

φ(t)dt

=
1

2
ln(2πσ2)× 1 +

1

2σ2
× (σ2 +m2) − m

σ2
×m +

m2

2σ2
× 1

=
σ2 ln(2πσ2) + (σ2 +m2)− 2m2 +m2

2σ2
=

σ2 ln(2πσ2) + σ2

2σ2

=
σ2

(

ln(2πσ2) + 1
)

2σ2

e qui se simpli�e en : H(X) =

ln(2πσ2) + 1

2
.
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