Exercices de révision Sujet n°4

Exercice

Soit V une variable aléatoire suivant la loi exponentielle £(1) de parameétre 1
On note Fy la fonction de répartition de V' et on pose W = —In(V)

On admet que W est aussi une variable aléatoire dont la fonction de réparti-
tion est notée Fyy ; sa loi est appelée loi de Gumbel.

e

1. a. Montrer que : Vx € R, Fy(z) =€~
b. En déduire que W est une variable & densité.
On désigne par n un entier naturel non nul, et par Xy,..., X, des variables
aléatoires deéfinies sur le méme espace probabilisé ( 2, A, P ), indépendantes
et suivant la méme loi que V, c’est-a-dire la loi exponentielle £(1)
On considére la variable aléatoire Y, définie par : Y,, = max (Xi,...X,),
c’est-a~dire que, pour tout w € Q : Y, (w) = max (X1 (w),... Xp(w))
On admet enfin que Y, est aussi une variable & densité.

2. a. Montrer que la fonction de répartition Fy, de Y, s’écrit :
0 siz <0
(1—e™)"

b. En déduire une densité fy;, pour Y,

Vz e R Fyn(a:):{ 1>

3. a. Donner un équivalent de 1 — Fy; (t) lorsque t est au voisinage de
400

—+00
En déduire que U'intégrale / (1 — Fy, (t)) dt converge.
0

b. Etablir I’égalité suivante :
xX

Vo € Ry, /Ox (1 — Fyn(t)) dt =x (1 — Fyn($)) —|—/O tfyn(t)dt

c. Montrer que : ZEIJPOO:U (1 - Fy,(z)) =0.

d. En déduire que Y,, admet une espérance, et que :

“+o00
B = [ (- A )
0
4. On pose Z, =Y, —In(n)

a. Ecrire une fonction SimulW() sous Python qui renvoie 10000 réa-
lisations indépendantes de la loi de Gumbel.

. Ecrire une fonction SimulZ(n) qui renvoie 10 000 réalisations de la

variable Z, pour un entier n > 0 donné en entrée.

. On exécute les fonctions SimulW() et SimulZ(1000) et on re-

groupe les valeurs renvoyées en 10 classes qui sont les intervalles
[0,1],]1,2],...,]9,10] et trace 'histogramme correspondant.

La largeur de chaque rectangle est égale & 1 et leur hauteur est
proportionnelle a Veffectif de chaque classe.

L’histogramme 1 ci-dessous correspond & la représentation de
SimulW(), soit 10000 réalisations de la loi de Gumbel, tandis que
1 7histogramme 2 correspond & celle de SimulZ(1000), soit 10 000
réalisations de la loi de Ziggg
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Quelle conjecture peut-on émettre quant au comportement de la suite

des variables aléatoires (Z,)
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5. On note Fz, la fonction de répartition de Z,

a.
b.

Justifier que, pour tout réel x : Fz (z) = Fy, (z + In(n))

Déterminer explicitement F (z) pour x € R

e—l’
. Montrer que, pour tout z € R, lim nln <1 — ) =—e "

n—-+4oo n

. Démontrer le résultat conjecturé a la question 4.c.
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