ECG 2a - mathématiques TD 1 - compléments sur les fonctions Septembre 2026
Corrigés, a minima des exercices non abordés en classe

Les exercices suivants comportent des questions qui vont un peu plus loin que le programme, avec des
compositions de développements limités présentés ici comme des changements de variables.

Exercice 7

1
1. Vérifier que, pour x > 0, In(1 + 2%) = 2In(z) + In (1 + —2)
x

On peut partir du terme < le plus compliqué >, pour z > 0 :

1 1 1 1
2In(z) 4+ In (1—1—?) =1In (2%) +In (1—1—?) =In (:U2 (1—1—?)) =In (x2+:c2 X ?)
=In(2* + 1)

2. Donner le développement limité de In(1 4 u) pour u au voisinage de 0

2

u
D’apres le cours, pour u au voisinage de 0 : In(1 4+ u) = u — -+ o(u?)

1 21 1 1
3. En déduire que, pour z au voisinage de +o0 : —In(1 + 2°%) = n(z) +—+o (—4)
T x T T

Pour x au voisinage de +oo alors en posant u = on a u au voisinage de 0 et en injectant

=,
x
dans le développement précédent, on trouve, pour x au voisinage de 400 :

| 1+1 L 1 (1 2+ 1\? 1 1><1+ 1
n — | == -z — 0 — == —=—X—=+40|—
2 2 2 2 r? 2 2 gt x4

donc d’apres la relation de la premiere question :

iln(lﬂjz) _ %E(Qxl?(x)jln <1 +1;2)) _2I(@) 1 (i I (i))

. Lol 1 (1) 2l 1, (1

T 3 2 b oz \at T 3 x4

1 1 1 1 1

car—§xg+50 o} =o| —
X

1,1, 1,(1 1
—5 X =5 + =0 l—= 1 1 1 o\—=2 , . 1
en effet —2—=2 T (364) = —=X—-—+—-X @ —— 0 par opérations car — — 0 et
vy 2 xr X vy T—+400 Tr x—+o0
P e 0(59)
par définition de la négligeabilité : — —+> 0
vy T—>+00
Exercice 8 - Difficile et en partie hors programme
1 1 1
Montrer que, pour x au voisinage de +oo : xIn (1 +—-]=1- or +o| —
x x x
Indication : poser u = 1/x et utiliser un développement limité de In(1 + u) en 0 a 'ordre 2

1\° —
En déduire que : (1 + —) —e v —€
X Tr—r400 23}

u2

D’apres le cours, pour u au voisinage de 0 : In(1 +u) = u — 5 + o(u?)

1 . ..
donc pour x — 400 alors en posant © = —, on a u au voisinage de 0 et en injectant dans le
x

1



développement précédent, on trouve, pour x au voisinage de +oo :

11+1 11><12+ 1\? 11+1
n )l === - ) - = ——+4o|—
T z 2 x x T 222 2
1
donc z In <1+ —) =
T

) _

or
x2

~—— 88

1
i — 0 par définition de o (—2)
2 x

1 1 1 1 1
et donc par définition xo <—2) =0 (—) et finalement xIn (1 + —) =1—-——+o0 <—>
T T T 2x T

I’équivalent demandé ensuite nous oriente vers un < passage a I’exponentielle >, on va donc préparer
le terrain.

1 1 1
d’apres ’égalité précédente x In (1 + —) —1l=——+o0 <—)
x 2z x

) 1\* 1 1 1\* 1 1 1
soit In {(1 + —) ] —1In(e) =——+o0 (—) et donc In {(1 + —) X —} =——+o0 (—)
T 2z x T e 2z x

o1 v 1
et donc par propriété In |[— [ 1+ — ~ -
e T z—+oo 2
1 1\ : 1 . :
on note u(z) =In |- ( 1+ — alors, puisque lim — =0 alors lim w(z) =0 (si une des deux
e X x—+o0 21 T—+400
fonctions équivalentes admet une limite, 'autre fonction a la méme limite)
X
-1
=1

e
alors, d’apres le développement limité d’exponentielle en 0,e” — 1 ~ z on déduit )I(HHO
.

eu®) _ 1
donc par composition avec lim wu(x) =0 on trouve lim = lie '@ —1 ~ y(x)
T——+00 Tr——00 U<SL’) Tr——400

1

de plus d’apres ce que nous venons de montrer u(z) ~~ —— donc ™ 1 o~
z—+oo 2 z—+oo  2x

(on a utilisé ici f ~ get g ~h = f ~ h ce qui se démontre par un produit de limites)

1 1\" 1 1\*
ore“<x>—1:exp<ln[—<1+—>D—l:-(H—) —1
e X e X

1 1 1
dou—-|1+—-) —1 f\: 5 et enfin par produit d’équivalent (en multipliant par e qui est non
(& €T T—r+00 €T

1\" e
nul), on trouve : (1 + —) —e Y ——
x =400 2



