
ECG 2 - maths appli. TD 0 - Rappels sur les fon
tions Septembre 2025Corrigés, a minima des exer
i
es non 
orrigés en 
lasse.Exer
i
e 4Montrer que les fon
tions suivantes ont un point d'in�exion et le déterminer :2. g : x 7−→
ln(x)

x2La fon
tion g est C
2 sur son ensemble de dé�nition, ]0,+∞[, en tant que quotient de fon
tions

C
2 (logarithme et polyn�me)de plus ∀x > 0, f ′(x) =

1
x
× x2 − ln(x)× 2x

x4
=

x− 2x ln(x)

x4
=

x(1− 2 ln(x))

x4
=

1− 2 ln(x)

x3et don
 f ′′(x) =

(

− 2
x

)

x3 − (1− 2 ln(x))3x2

x6
=

−2x2 − 3(1− 2 ln(x))x2

x6
=

x2(−2− 3 + 6 ln(x))

x6soit f ′′(x) =
−5 + 6 ln(x)

x4
don
 f ′′(x) est du signe de −5 + 6 ln(x) (
ar x4 > 0)or −5 + 6 ln(x) > 0 ⇔ ln(x) 6

5

6
⇔ x 6 e

5

6 (par 
roissan
e de ln et exponentielle)don
 f ′′ s'annule en 
hangeant de signe en x = e
5

6 , don
 f ′′ admet un point d'in�exion en x = e
5

6

Exer
i
e 5Soit f : x 7−→ ex + x5 dé�nie sur R et g = f ′′ sa dérivée se
onde.Etudier les variations de g. En déduire que f admet un et un seul point d'in�exion (on ne demandepas de le déterminer expli
itement).L'énon
é nous parle de g = f ′′, don
 on admet son existen
e.
∀x ∈ R, f ′(x) = ex+5x4 et don
 g(x) = f ′′(x) = ex+20x3 (qui est dérivable par somme de fon
tionsdérivables), de fait g′(x) = ex + 60x2 et don
 ∀x ∈ R, g′(x) > 0 
ar x2

> 0 et ex > 0don
 g est stri
tement 
roissante et 
ontinue (
ar dérivable), don
 d'après le théorème de la bije
tion,
g réalise une bije
tion de R sur ] lim

x→−∞

g(x), lim
x→+∞

g(x)[or d'après les limites usuelles :
lim

x→−∞

ex = 0 ; lim
x→−∞

x3 = −∞ ; lim
x→+∞

ex = +∞ et lim
x→+∞

x3 = +∞don
 par somme, d'une part, lim
x→−∞

g(x) = −∞ et d'autre part lim
x→+∞

g(x) = +∞don
 g réalise une bije
tion de R dans R, de fait 0 admet un unique anté
édent par g que l'on peutnoter adon
, par stri
te 
roissan
e de g, ∀x < a, g(x) < g(a) i.e. g(x) < 0 et de même ∀x > a, g(x) > 0autrement dit, f ′′ s'annule une seule fois, et en 
hangeant de signe, don
 f admet un unique pointd'in�exion.Exer
i
e 6Déterminer la dérivée nème de x 7→
1

x
, ave
 n ∈ N

∗ quel
onque.On peut tâtonner pour trouver une formule : en notant f la fon
tion,on trouve f ′(x) =
−1

x2
puis f ′′(x) =

2

x3
puis f (3)(x) =

−2× 3

x4
puis f (4)(x) =

2× 3× 4

x5On peut alors émettre une 
onje
ture pour la formule,on pose pour n ∈ N
∗, P (n) : ∀x ∈ R

∗, f (n)(x) =
(−1)nn!

xn+1Initialisation : P (0) est vraie ⇔ ∀x ∈ R
∗, f (1)(x) =

(−1)11!

x1+1
=

−1

x2

e qui est vrai, don
 P (0) estvraie 1



Hérédité : soit n ∈ N
∗, on suppose que P (n) est vraiedon
 par hypothèse, ∀x ∈ R

∗, f (n)(x) =
(−1)nn!

xn+1
= (−1)nn!x−(n+1)don
 ∀x ∈ R

∗, f (n) ′(x) = (−1)nn!× (−(n + 1))x−(n+1)−1i.e. f (n+1)(x) = (−1)nn!× (−1)× (n+ 1)x−(n+2) =
(−1)n+1(n+ 1)!

xn+2
don
 P (n+ 1) est vraiedon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N

∗, P (n) est vraieExer
i
e 8Remarque préliminaire : il s'agit d'étendre i
i l'inégalité triangulaire : |a+ b| 6 |a|+ |b| (
f. 
ours depremière année) à l'addition de n nombres réels.1. Montrer par ré
urren
e que, pour n (n > 2) réels x1, . . . xn :
|x1 + x2 + . . . xn| 6 |x1|+ |x2|+ . . . |xn|On pose pour n ∈ N, n > 2, P (n) : ∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n, |x1+x2+ . . . xn| 6 |x1|+ |x2|+ . . . |xn|Initialisation : d'après l'inégalité triangulaire évoquée plus haut, P (2) est vraieHérédité : soit n ∈ N, n > 2, on suppose que P (n) est vraiesoit (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ R
n+1, on pose a = x1 + x2 + · · ·+ xn et b = xn+1alors d'après l'inégalité triangulaire : |a+ b| 6 |a|+ |b|i.e. |x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1| 6 |x1 + x2 + · · ·+ xn|+ |xn+1|or par hypothèse de ré
urren
e |x1 + x2 + . . . xn| 6 |x1|+ |x2|+ . . . |xn|don
 |x1 + x2 + · · ·+ xn|+ |xn+1| 6 |x1|+ |x2|+ . . . |xn|+ |xn+1|et a fortiori |x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1| 6 |x1|+ |x2|+ . . . |xn|+ |xn+1| i.e. P (n+ 1) est vraiedon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, n > 2, P (n) est vraie2. Montrer que, pout tout 
ouple de réels (x, y) : ∣∣

∣
|x| − |y|

∣

∣

∣
6 |x− y|Remarque. On a aussi : ∀(x, y) ∈ R

2,

∣

∣

∣
|x| − |y|

∣

∣

∣
6 |x+ y|On utilise l'inégalité triangulaire en posant a = x− y et b = y, on obtient alors :

|x− y + y| 6 |x− y|+ |y| i.e. |x| 6 |x− y|+ |y| et don
 |x| − |y| 6 |x− y|de même en posant a = y − x et b = x :
|y − x+ x| 6 |y − x|+ |x| i.e. |y| 6 |y − x|+ |x| et don
 |y| − |x| 6 |x− y|
ar |y − x| = | − (x− y)| = |x− y|or ∣∣

∣
|x| − |y|

∣

∣

∣
= |x| − |y| ou ∣

∣

∣
|x| − |y|

∣

∣

∣
= |y| − |x|mais dans tous les 
as, on a montré que ∣

∣

∣
|x| − |y|

∣

∣

∣
6 |x− y|Exer
i
e 9On pose, pour x ∈ [0, 1[, f(x) = − ln(1− x) et g(x) = f(x)− ⌊f(x)⌋1. Déterminer les variations de f . Pré
iser sa limite en 1

f est dérivable (
omposition de fon
tions dérivables) et ∀x ∈ [0, 1[, f ′(x) = −
−1

1− x
=

1

1− xor x < 1 ⇒ 1− x > 0 don
 ∀x ∈ [0, 1[, f ′(x) > 0 don
 f est (stri
tement) 
roissantepar ailleurs lim
x→1

1− x = 0 et lim
X→0

ln(X) = −∞don
 par 
omposition, lim
x→1

ln(1− x) = −∞ et don
 lim
x→1

f(x) = +∞2. Justi�er que f est bije
tive de [0, 1[ vers un intervalle J à pré
iser et déterminer f−1(y) pour
y ∈ J

f est stri
tement 
roissante et 
ontinue (
ar dérivable) don
 f réalise une bije
tion de [0; 1[ dans
[

f(0), lim
x→1

f(x)
[

= [0,+∞[ 
ar f(0) = − ln(1) = 02



Nota bene : 
omme on va déterminer la ré
iproque 
i-dessous, le re
ours au théorème de labije
tion 
i-dessus n'était pas né
essaire.On va appliquer la méthode pour déterminer la ré
iproque :soit y ∈ [0,+∞[, alors ∃x ∈ [0; 1[, f(x) = y ⇔ ∃x ∈ [0; 1[,− ln(1− x) = y

⇔ ∃x ∈ [0; 1[, ln(1− x) = −y

⇔ ∃x ∈ [0; 1[, 1− x = e−y 
ar a = b ⇔ ea = eb�nalement ∀y ∈ [0,+∞[, alors ∃x ∈ [0; 1[, f(x) = y ⇔ x = 1− e−yon véri�e que l'anté
édent trouvé est bien dans l'ensemble de dé�nition de f : en e�et y > 0 ⇒
−y 6 0 ⇒ 0 < e−y

6 e0 
ar l'exponentielle est 
roissante et stri
tement positive, i.e. 0 < e−y
6 1don
 0 > −e−y

> −1 et en�n 1 > 1− e−y
> 0 i.e. 1− e−y ∈ Df = [0; 1[
ela signi�e que tout élément de [0,+∞[ admet un unique anté
édent par f (dans [0, 1[) etque 
et anté
édent est 1 − e−y, autrement dit f est bije
tive et sa bije
tion ré
iproque est

f−1 :
[0,+∞[ → [0; 1[

y 7→ 1− e−y3. Justi�er que, pour tout x ∈ [0, 1[, g(x) ∈ [0, 1[Par dé�nition de la partie entière, ∀x ∈ [0; 1[, ⌊f(x)⌋ 6 f(x) < ⌊f(x)⌋+ 1don
 0 6 f(x)− ⌊f(x)⌋ < 1 i.e. g(x) ∈ [0; 1[4. Soit α ∈ [0, 1[. Déterminer l'ensemble des réels x tels que g(x) 6 α (di�
ile)Soit x ∈ [0; 1[, alors g(x) 6 α ⇔ 0 6 g(x) 6 α ⇔ 0 6 f(x)− ⌊f(x)⌋ 6 α

⇔ ⌊f(x)⌋ 6 f(x) 6 ⌊f(x)⌋ + α

⇔ ∃n ∈ N, n 6 f(x) 6 n+ α

⇔ ∃n ∈ N, f−1(n) 6 f−1(f(x)) 6 f−1(n+ α)
ar la ré
iproque d'une fon
tion bije
tive a le même sens de variation
⇔ ∃n ∈ N, 1− e−n

6 x 6 1− e−(n+α)�nalement g(x) 6 α ⇔ x ∈
+∞
⋃

n=0

[

1− e−n, 1− e−(n+α)
]il s'agit don
 de la réunion d'une in�nité d'intervalles5. On rappelle que la 
ommande rd.rand(n) renvoie untableau à n 
olonnes 
ontenant des nombres 
hoisis aléa-toirement entre 0 et 1Que fait le programme Python 
i-
ontre ? import numpy as np

import numpy . random as rd

Y=-np.log (1- rd.rand (1000) )

Z=Y-np. floor (Y)

L=0

for z in Z:

if z<= 0.5:

L=L+1

print (L /1000)Le programme 
her
he à donner la probabilité que g(x) 6
1

2
en étudiant 1 000 � valeurs � dela fon
tion g générées aléatoirement. Con
rètement, il 
ommen
e par 
réer une liste Y de 1 000images par f dont les abs
isses sont tirées aléatoirement (dans [0; 1[), puis il 
réé la liste Z desvaleurs 
orrespondantses pour la fon
tion g. En�n ave
 une bou
le il 
al
ule le nombre de valeursde Z inférieures ou égales à 1

2
et donne la fréquen
e pour laquelle g(x) 6 1

2Exer
i
e 10On 
onsidère la fon
tion f dé�nie par :
∀x ∈]−∞, 1], f(x) =

{

x− 1 + (1− x) ln(1− x) si x < 1
0 si x = 11. Montrer que f est 
ontinue.

x 7→ 1 − x est de 
lasse C
∞ sur ] −∞, 1[ et reste stri
tement positive, don
 par 
omposition,

x 7→ ln(1− x) est aussi de 
lasse C
∞ sur ]−∞, 1[Par produit et somme de fon
tions de 
lasse C

∞, f est don
 aussi de 
lasse C
∞ sur ]−∞, 1[3



il reste la 
ontinuité en 1 :par 
roissan
es 
omparées lim
X→0+

X ln(X) = 0 et par ailleurs lim
x→1−

1− x = 0+don
 par 
omposition, lim
x→1−

(1− x) ln(1− x) = 0on en déduit don
 : lim
x→1−

f(x) = 0 = f(1) don
 f est 
ontinue en 1 et don
 sur ]−∞, 1] .2. Justi�er que f est de 
lasse C
1 sur ]−∞, 1[ et 
al
uler f ′(x) pour x < 1On a déjà vu que f était de 
lasse C

∞ sur ]−∞, 1[ elle est don
 en parti
ulier C
1de plus ∀x < 1, f ′(x) = 1 + (−1)× ln(1− x) + (1− x)×

−1

1− x
= 1− ln(1− x)− 1d'où ∀x < 1, f ′(x) = − ln(1− x)3. En déduire les variations de fPour x < 1,− ln(1−x) > 0 ⇔ ln(1−x) 6 0 ⇔ 1−x 6 1 par 
roissan
e de ln et de l'exponentielled'où f ′(x) > 0 ⇔ x > 0On en déduit les variations (la limite en −∞ est abordée plus bas) :

x

f ′(x)

f

−∞ 0 1

− 0 +

+∞+∞

−1−1

004. La fon
tion f est-elle dérivable en 1 ?Pour le savoir il faut étudier le taux d'a

roissement 
ar les théorèmes généraux ne s'appliquentque sur ]−∞, 1[ et : pour x < 1, f(x)− f(1)

x− 1
= 1− ln(1− x)or lim

x→1−
1−x = 0+ et lim

X→0
ln(X) = −∞ don
 par 
omposition et somme lim

x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= +∞don
 f n'est pas dérivable en 1 (nota bene : f admet une tangente verti
ale en 1)5. Déterminer la limite de f en −∞

lim
x→−∞

(1− x) = +∞ et lim
X→+∞

ln(X) = +∞ don
 par 
omposition
lim

x→−∞

= ln(1− x) = +∞ puis par produit et addition de limites(
ar pour x < 1, f(x) = (1− x) ln(1− x)− 1) on trouve lim
x→−∞

f(x) = +∞6. Etudier la 
onvexité de fOn dérive f ′ qui est de la forme − ln(u) don
 f ′′ = −
u′

u
(ave
 u(x) = 1− x don
 u′(x) = −1)plus pré
isément, pour x < 1, f ′′(x) =

1

1− x
> 0 (
ar x < 1 ⇔ 1−x > 0) don
 f est 
onvexe7. On note Cf la 
ourbe représentative de f dans un repère orthonormal.Donner la tangente à Cf aux points d'abs
isses 0 et 1Tra
er l'allure de Cf sous Python (on donnera le s
ript).Tangente en 1 : 
omme nous l'avons vu plus haut, il s'agit d'une tangente verti
ale d'équation

x = 1 et la tangente en 0 a pour équation y = f ′(0)(x− 0) + f(0) i.e. y = −1 (
'est don
 unetangente horizontale)en�n, un s
ript Python pour le tra
é de f est :4



import numpy as np # pour le logarithme et linspace

import matplotlib . pyplot as plt # pour le tracé

def f(x):

return (x -1) +(1- x)*np.log (1- x)

x=np. linspace (-3, 0.99 , 50) # on choisit de représenter sur [ -3;1[

y=[f(t) for t in x] # ou y=f(x)

plt . plot(x, y)

plt . show ()8. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet exa
tement deux solutions 1 et α véri�ant −2 < α < 0

f(1) = 0 d'après l'énon
ésur [0, 1[, f est stri
tement 
roissante et puisque f(1) = 0, alors f ne s'y annule passur ]−∞, 0], f est stri
tement dé
roissante et 
ontinue, don
 induit une bije
tion entre R
∗

−
et

[

f(0), lim
x→−∞

f(x)

[

= [−1,+∞[
omme 0 ∈ [−1,+∞[, f s'annule une et une seule fois sur R− en un réel αde plus , f(−2) = 3(ln(3)− 1) > 0 
ar 3 > e et ln(e) = 1, et f(0) = −1 > 0don
, f étant toujours 
ontinue, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, elle s'annule sur
[−2; 0] et même ]− 2; 0[ 
ar f(−2) 6= 0 et f(0) 6= 0or α est l'unique solution de f(x) = 0 sur R− don
 on a bien −2 > α > 0Con
lusion : f s'annule exa
tement deux fois, en 1 et en un réel α tel que −2 < α < 09. On souhaite trouver une valeur appro
hée de α à 10−pprès, p étant un entier supérieur ou égal à 3Compléter le programme Python 
i-
ontre permettantde répondre à la question. import numpy as np

def f(x):

...

...

...

...

def ValeurApprochee(p):

a=-2

b=0

while ...

m=(a+b)/2

if f(m) >0:

...

else:

...

return m

print ( ValeurApprochee (3) )On redé�nit f (inutile, on l'avait déjà fait plus haut),puis on applique la méthode de di
hotomie sur l'intervalle [−2; 0] (attention f est dé
roissantesur 
et intervalle, don
 � f(m) > 0 ⇒ a = m �) :
import numpy as np

def f(x):

return (x -1) +(1-x)*np.log (1-x)

def ValeurApprochee(p):

a=-2.

b =0.

while b-a >10**( - p):

m=(a+b)/2

if f(m) >0:

a=m

else:

b=m

return m

print ( ValeurApprochee (3) )

5


