ECG 2 - mathématiques

Exercices types : suites récurrentes

Exercice 1

el‘

Soit f la fonction définie sur R par : Vo € R, f(z) = T

e X
On note % sa courbe représentative dans un repere orthonormal
(unités : 2cm en abscisse, 10cm en ordonnée).

1. a. Montrer que la fonction f est paire.
1
et +e7 "
b. Etudier les variations de f. Préciser les limites de f en —oo
et en +oo

On pourra justifier et utiliser ici [’écriture : f(x) =

c. Déterminer une équation cartésienne de la tangente a ¢ au
point d’abscisse 0.

d. Tracer 'allure de la courbe représentative de f
2. a. Montrer que, pour tout x € R, |f'(z)| < f(z) < %
b. Montrer que 1'équation f(x) = = admet une et une seule
solution £ et que 0 < £ < —

2
3. On définit la suite récurrente (uy)nen par :

u =0 et Vn e Nu, = f(uy,)

1
a. Montrer que : Vn € N, u,, € {07 —}

2
1
b. Montrer que : ¥n € N, |u,41 — ] < §|un — /(|
1
c. Montrer que : Vn € N, |u,, — (| < i1

d. En déduire que la suite (u,)nen converge vers ¢

e. Ecrire une fonction Python donnant une valeur approchée de
¢ 31073 pres.
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Exercice 2 (d’apres un exercice EML)

1+z

14 e®
représentative de f dans un repere orthonormal (unité : 2cm).

Soit f : x +——

et g: v+ 1— 2e".0n note é; la courbe

1. Justifier que f et ¢ sont de classe €2 sur R
2. Etude de g :

a. Déterminer les variations de g. Préciser les limites de g en
—00 et en +00.

Montrer qu’il existe un et un seul réel a € R tel que g(a) = 0
Montrer que 0 < o < 1 et dresser le tableau de signe de g.
Déterminer f'(x) pour z € R

o
TP oT

A T'aide des résultats de la question précédente, déterminer
les variations de f.

c. Déterminer les limites de f en —oo et en +00
4. Montrer que l'equation f(z) = x d’inconnue = € R admet pour
unique solution «
5. Etude d’une suite récurrente On pose, pour n € N, u, 11 = f(uy,)
avec ug =0

On pourra utiliser les valeurs approchées
(1) ~ 0,124

L f/(1/2) ~ 0,025,

< u, < o pour

N —

a. Montrer que (u,)nen est croissante et que
n>1
b. Montrer que (uy,),en converge vers o

1
c. Montrer que : Vx € {5, 1} | f(x)] <0,125

d. Montrer que, pour tout n € N*, |u, — a| < (0,125)""!

e. Ecrire un programme Python qui calcule et affiche une valeur
approchée de o & 1078 pres.



Séries de Riemann et séries télescopiques

Exercice 3 Exercice 5

Dire si les séries suivantes convergent en comparant les termes

généraux a des séries de référence :
—n

1

nz1 n>1

1 2.

2.
7;2 n—vn 7.3 In(n)

n!

1 n>1
3. _
nz>1 n + In(n) 3.

In(n)
4. Z n 8 Z 1+n?

1+ n? n>2
n=0 +

n>1 n>1

Exercice 4

1. Montrer que Z Kk

converge.
1)
k=1

Dans cet exercice, on note S, = E T

k=1
Justifier que (S,,)nen+ diverge. Quelle est sa limite ?

1 1 1
Montrer que, pour /ie N* et z € [k, k+1] : F < - < z
En déduire que : o1 <In(k+1) —In(k) < =

Déduire de la relation précédente que, pour tout entier n > 2 :
S, —1<1In(n) <S5,
On pourra faire une somme pour k allant de 1 an — 1

1
. Montrer que, pour tout entier n > 1:In(n)+— < S, <In(n)+1
n

5 3 o (i)

En déduire un équivalent simple de S,, quand n — +o0

Rappels sur les suites (séries) rencontrées en

1 1 1 premiere année

2. Vérifier que, pour k& > 0, m = PR

3. En utilisant les sommes partielles, déduire la valeur de

i‘" 1
P k(k+1)

Suites (séries) géométriques et assimilées

Exercice 6

+o0 +o0o +oo
Soit A €]0, 1], calculer successivement Z ENE, Z k(k—1)\F, Z K2\F

too =0 k=1 k=0
, | 1 o
4. Justifier que : Z (k+ 1)2 < Z k(k+ 1) puis en déduire que En déduire les valeurs des sommes suivantes :
k=1 —1 oo
+00 k ]{3 -+ 1
i<2 A:ZQ_k’ b= Z 2k+1 ’ ¢= Z 92k+1
— k2 k=0



