ECG 2a - mathématiques Devoir en temps libre n’1 Pour le 18 septembre 2026

Corrigé Total sur 29 points
Exercice 1 10 points
23
On pose g : x»—>x2+1
1. Déterminer %, I'ensemble de définition de g 0,5 point

g est définie sur R |car Vo € R, 2% > 0 = 22 +1 > 0 donc son dénominateur ne s’annule pas.

2. A l'aide d’équivalents, déterminer les limites de g aux bornes %, 1 point
2 2 2
T 1 1 T 1 x 1
Pourx#O,izlJr—defait lim R lim i =1
;Cz gj‘2 T—r—00 gj‘2 T—+00 gj‘2
donc 2* +1 ~ 2° et:c2+1+~ z?
donc par quotient d’équivalents : ~ — donc g(x) ~ x et de méme g(x) ~ x
par q quiv R de glx) ~ 9(x) ~
donc| lim g¢g(z) =—occet lim g(x)=+oo
T——00 T—r+00
3. Dresser le tableau de variations complet de g 1,5 points

g est €' (et méme €>°) sur R en tant que quotient de fonctions polynomiales, de plus :
3p2(x? +1) — 2% x 20 2?2322 +3—22%)  2*(2?+3
Ve e R, ¢'(x) = ( +2) — (32% + ): (z° +3)
(22 +1)? (22 +1)? (22 +1)2

¢'(z) est donc un quotient de termes positifs, donc z | —c0 +00

g est croissante (et méme strictement car s’annule

seulement pour x = 0), d’ou le tableau de varia- f - —

tions (d’apres 2. pour les limites) o0

+00

4. Justifier que, pour n € N, I’équation 7= n admet une unique solution, notée z,,, dans R

x? +

D’apres la question précédente, on sait que g est strictement croissante, étant par ailleurs

continue (car €'), d’apres le théoreme de la bijection, elle réalise une bijection de R dans

| lim g(x), lilf g(x)[=R (d’apres la question 2.) 1 point
— 0o Tr—r+00

T—r

orVn € N;n € Rdoncl'équation| g(x) = n admet une unique solution sur R (que l'on note x,)

5. Justifier que : Vn € N, g(x,4+1) > g(x,). En déduire que (z,)nen est croissante. 1,5 points

Pour n € N, par définition, g(z,) = n et donc g(z,11) =n+ 1 de fait | g(x,) < g(z,n41)

or g est bijective et croissante, donc sa bijection réciproque (¢~') est également croissante (et
méme strictement) de fait ¢~ (9(z,)) < g~ ' (g(2py1) donc x, < z,41 (par propriété de la

réciproque) i.e. | (x,)nen est croissante.

6. Montrer que : Vn € N, n<z,<n+1 3 points
(n) " 24+ 1 > n? donc (fonction i décroissant 10, 4-00[) L
n) = or n > n* donc (fonction inverse décroissante sur |0, 400 < —
g n?+1 v n2+1 = n?
n3 n3
et donc (n >0 = n® 20),71 < — e gn) <n
n

2

(n+1)3 n®+3n*+3n+1 n®+3n%+3n+1
t 1) = = d H>nse
et gln+1) (n+1)2+1 n2 +2n + 2 onc g(n+1) > n n2 +2n + 2

Z N



donc g(n+1) > n < (facteur pos1t1f) 3t +3n+l1>nP+ 20’ +2n e n*+n+1>0ce
qui est toujours vrai (n > 0) d'ouVn € Nyg(n+1) > n

finalement, Vn € N, g(n) < n et g(n+ 1) > n, donc, g étant continue, d’apres le théoreme des
valeurs 1ntermed1a1res, dx € n,n+1],9(x) =n

or z, est I'unique solution de cette équation sur R, donc | x, € [n,n+ 1] et ce Vn € N

7. En déduire la limite de x,, et un équivalent quand n tend vers +oo 1,5 points

D’apres la question précédente, Vn € Non <z, < n+1

donc par encadrement (théoreme des gendarmes, version infinie), | z,, = 400 | (car n — +00)

n 1 1 1 o 1
de plus Vn € N*|1 < In < nr or nrll 1 + — donc (limite usuelle) nt —1
n n n n n
et donc par théorémes des gendarmes, — — lie.| z, ~n
n
Exercice 2 19 points
On considere les fonctions f et g définie pour z € R, par :
In(1+ z)
—— six >0 x 1
flx) = VT g(z) = — —In(z+1)
0 siz=0 z+1l 2
g(x)

1. Justifier que f est de classe €' sur RY et vérifier que : Vo >0, f'(z)= 1,5 points

/T
In(1
M’ elle est donc € sur cet intervalle par quotient de

NZ%

composition de fonctions € : x +— 1 + 2,2+ In(x) et x> /x
1 1 1
r—1In(l+2x) X —= x—1In(l+x) x

g 2\/— 1+z
Nz X
VT (1+ Vo —In(l+z) x ﬁ) (1-‘:—3[: In(1+2) x 3) 9(z)

Sur R, f est définie par f(z) =

‘ -

2

B

de plus Vx > 0, f'(z) =

vz NG NG

2. Déterminer un équivalent de f(x) quand x — 0 2,5 points
f est-elle continue en 07 dérivable en 07

D’apres les développements limités de référence, In(1+z) ~ T done par quotient d’équivalents :
T—
T Do s Le.| f(x) ~ Vv | de fait glcl_,l%f(x) = 9161_)1%\/5— 0= £(0)

donc | f est continue en 0

flx) = f(0) _ [f(=)

par ailleurs 0 = donc d’apres le résultat précédent et par quotient d’équivalents :
x — x
— f(0 1 1 — f(0
x—0 z—0 I \/E x—0 /2 x—0 x—0

donc | f n’est pas dérivable en 0

3. Déterminer la limite de f en 400 1 point

o 0101 — 1n(1/;x):ln[x$5+%)]:ln(x)+\l/n§(1+%):hi5? 1n(1¢;%)

n(x 1
or par croissances comparées, lim (z) = 0deplus lim 2z = 400, lim 1+ - =0
T—+00 \/5 T—+00 T—+00 x

—




d’apres les limites usuelles

T—+00 T—+00

1
donc par continuité de In, lim In (1 + —) = In(1) = 0 donc par opérations, | lim f(z)=0
x

. Justifier que ¢ est de classe €' sur R* et calculer ¢'(x) pour z >0 1,5 points

Par quotient (de fonctions polynémiales), composition et opérations, g est de classe € (et méme
) sur R,

; = 0,¢/() Ix(x+1)—xx1 1>< 1 1 x+1 1—x

et pour x x) = i - _ _

P 9 (x+1)? 2 7 +1 (z+12 2@+12 | 2@+1)7

. On donne : In(2) ~ 0,7 & 10~! pres. Déterminer les variations de g 4 points

En déduire que f’ s’annule une et une seule fois sur R’ en un réel o vérifiant 1 < oo <7

D’apres 4., pour x > 0,¢'(z) est dusignede 1 —zorl—2z>0& 2 <1
donc g est strictement croissante sur |0; 1] et strictement décroissante sur [1, +o00]

0
de plus par continuité des fonctions et par opérations, lir% g(z) = 0Tl 2 In(1) =0
T—
comme g est strictement croissante sur |0; 1] on en déduit que Vz €]0; 1], g(z) > 0 de fait g ne

s’annule pas sur |0; 1]

1 1 1

par ailleurs, ¢g(1) = 5735 In(2) = 3 (1 —1In(2))

x 1 . . . . x
et = 7 donc d’apres les limites usuelles et par opérations lim =1

r+1 1+ = z—too x + 1
de plus lim z+1=+4o00et lim In(X)= +oo donc par composition lim In(1+ z) = 400
T—r+00 X—+o0 T—+00
donc par opérations, liIJP g(r) = —00
T—>r+00

finalement, puisque g est continue (car €*) et strictement décroissante sur [1, +oo[ elle réalise

1
une bijection de [1, +o00] sur ]mgrfoog(:c),g(l)] = =5 (1— ln(2))]

1
et donc g(1) > 0 d’apres 'indication de 1'énoncé (car In(2) < 1) donc 0 € } —00, 5 (1 —1In(2))

et donc 0 admet un unique antécédent par g sur cet intervalle, i.e. g(x) = 0 admet une unique
solution sur [1, +o00[ (que l'on note «) et donc sur |0, +o00[ puisque g ne s’annule pas sur |0, 1]

enfin ¢(7) = g — %ln(S) = g — %111(23) = g _ 3@ _ = lzln(Q)

or d’apres l'indication de 1’énoncé In(2) > 0,6 donc 121In(2) > 7,2 et donc 7 — 12In(2) < 0 et
g(7) <0 ; doug(l)>0et g(7) <0 donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (g
est toujours continue), g s’annule sur [1;7] et méme [1;7] car g(1) # 0 et g(7) #0

or « est I'unique solution de g(z) = 0 sur R’ donc 1 < a <7

et, dapres 1. f'(z) =0< g(x) =0

donc | f’ s’annule une et une seule fois sur R’ en un réel o vérifiant 1 < o <7

. En 0, déterminer un développement limité de g a I'ordre 2 puis un équivalent de g(z) 3 points

Option A : en utilisant les développements limités usuels, en se placant au voisinage de 0

2 2
d’apres le cours In(1+2x) = x—%—i—o(ﬁ) et T2z = (1+2)t = 1+(—1)x+(—1)(—2)%+0(1’2)
x
1
donc 113: =TX =z (1 -2+ 2"+ o(z?)) :x—x2+x3+x;)(x2) 2
or ¥ = o(x?) car lim T —lima =0 et ro(r?) = o(2?) car lim zo(z’) = lim z x o) =0 par
x—0 x—0 ) z—0 {L’Q x—0 {L’Q
produit de limites (et puisque par définition lim 0(2 ) =0)

z—0 I

donc = o — 2% + o(2?) et on additionne alors les deux égalités (un peu a la limite du

T
1+



programme puisqu’on fait apparaitre deux o(...) ce qui est contre-indiqué dans le cours) :

T 1 1 7 r 3
: _ D)= p— g2 I 2 _ T2 2 2

soit 722 n(x+1) =z —a°+o(z”) 5 (a: 5 + o(x )) donc | g(z) 5~ 1% + o(z*)
1

en effet o(z?) + §o(x2) = o(2?)
2 L1 (2 2 2 2 2

+ 3 1 1
puisque lim o@’) + 5o(’) =1 o) + _0(:1: ) = lim _0(:1: ) + = lim _0(:1: ) = 0 car ces deux

o z—0 T2 z—0 12 2 2 z—0 2 220 g2
limites existent et valent 0 par définition

on déduit alors du développement limité a l'ordre 2 celui a 'ordre 1: g(x) = g + o(x)

puis | g(z) ~ = |(avec la propriété f(z) = g(z) + o(g(z)) = f(x) ~ g(x))

xr
z—0 2

Option B : on va utiliser la formule de Taylor-Young, considérant que la formule qui définit g

est valable en 0 et puisqu’alors g est € (et méme €>°) sur R,
pour le calcul de ¢”, on utilise, pour & > 0, 'expression (valable aussi en 0 donc) :

1 1 1 1 1
"(2) = ———— — = % et donc Ve > 0,¢"(x) = —2x1x(14+z)3+=-x ———
g @) (14+x)?2 2 1+z > 0.9°(x) ( ) 2 (1+4+2)?
1 1 1 3
doung0)=0 ; J0)=1—=== et "0)=—-2+4+==—=
. 1 3 2 o r 3, )
et d’apres la formule de Taylor-Young, g(x) = 0+§x—§x3+o(az ) soit| g(x) = 571" + o(x*)
. Avec Python, écrire un programme permettant de i‘;?;ix;“:mpy as op
déterminer la valeur de o & 1072 pres par la méthode return x/(x+1) -1/2%np.log (1+x)
de dichotomie. 2 points amt
Programme classique que I'on prend soin‘ d’adapter : 3:11e boa>10%%(-3) :
entre autres g est décroissante et notre intervalle de m=(a+b) /2
départ est [1;7] (et on importe numpy pour le loga- ifafém)”:
rlthme) . else:
. Donner le tableau des variations de f 1 point pr in:Z)
D’apres la question 5., on connait le signe de g qui x 0 o 400
est le méme que celui de f’ et avec les valeurs de () + 0 _

f(0) et de hIJP f(z) (voir question suivante pour
T—>+00

f(a)) on peut donc établir les tableaux de signe et f — —

de variations : 0 0
. - 2y/a :
. Montrer que le maximum M de f vérifie : M = = et 0< M <1 2,5 points
a
Par définition g(a) = 0 i L 1n(1 + @) = 0 dott In(1 + a) = 22
r nition =0 ie. ——1In = n =
ar dé on g(a e P ! ou 2 « ]
In(1 =2
In(l+a) on en déduit f(a) = 2= = va

or, puisque o > 0, f(a) = =

P Jlea)=—7% Ja l+a

et comme nous l'avons vu a la question précédente (d’apres le tableau), f admet un maximum
2/«

M = Vo

14«

en a que l'on note M et donc

enfin d’apres le tableau de variations, f est strictement positive pour z > 0 donc M = f(«a) > 0
et o > 1 d’apres 5. donc par stricte croissance de la racine, va > V1 i.e. Voo — 1 > 0 et donc
par stricte croissance du carré sur R, (vao— 1) > 0 soit @ —2v/a+1 > 0 et donc 1 +a > 2v/a

2
puis (car 1 +a > 0),1 > % d’ou, finalement, | 0 < M < 1
a




