ECG 2a - mathématiques TD 2 - compléments sur les suites et les séries Septembre 2026

Corrigés, a minima des exercices non abordés en classe

Exercices types : suites récurrentes

Exercice 2 (d’apres un exercice EML) Eléments de corrigé

1+
1+ e”
orthonormal (unité : 2cm).

Soit f: x+—>

et g: o +——1—2€”.0On note ¢} la courbe représentative de f dans un repere

1. Justifier que f et g sont de classe €2 sur R

Addition, quotient et produit de fonctions €* (et méme €°).
2. Etude de g :

a. Déterminer les variations de g. Préciser les limites de g en —o0 et en +oo.

g () = —(1+ x)e” donc g est croissante sur | — oo, —1] et décroissante ensuite
lim g(x) =0 (croissances comparées) et lim g¢(z) = —oo (opérations)
r——00 T—r+00

b. Montrer qu’il existe un et un seul réel o € R tel que g(a) =0

g'(x) > 0 sur | — oo, —1] donc ne s’annule pas puis bijection (la croissance est stricte) de
[—1, 400 sur | — 00, g(—1)] =] — 00,1 +e et 1 +e ' >0 dou I'unique solution.

c. Montrer que 0 < a < 1 et dresser le tableau de signe de g.
g(0) =1 et g(1) =1 — e d’ou lexistence d’'une solution sur [0;1] et méme ]0; 1[ qui n’est

autre que «
puis g positive sur | — 0o, @] et négative sur [a, +00]

3. a. Déterminer f'(z) pour z € R

f(@) (1+e)? (T+e)?  (1+ev)

b. A Tl'aide des résultats de la question précédente, déterminer les variations de f.

1+ —(1+x)e” 11—z  g(z)

f" est donc du signe de g i.e. positive sur | — 0o, a] et négative sur [a, +00|
donc f est croissante sur | — oo, a] et décroissante sur [or, +00]

c. Déterminer les limites de f en —oo et en +o00

xEIElOO f(z) = —oo (opérations) et xll)l_}l_loog<$) = 0 (factorisation ou équivalents, puis crois-
sances comparées)
4. Montrer que l'equation f(z) = x d’inconnue x € R admet pour unique solution «
fle)=zel+r=z(l+e") e l+r—arv—2e"=0&g(r) =0 2=

5. Etude d’une suite récurrente
On pose, pour n € N, u, 1 = f(u,) avec ug = 0
On pourra utiliser les valeurs approchées : f'(1/2) ~ 0,025, f'(1) ~ —0,124

1
a. Montrer que (u,)nen est croissante et que 5 <u, <apourn =1

1
Il est plus simple de montrer d’abord la deuxieme partie (5 < u, < «) par récurrence :

(et f(0) < fla) = a)

1
initialisation & n = 1 (non vérifié pour wg) vérifiée car u; = f(0) = 3



1
puis on compose par f pour 'hérédité sachant que f est croissante sur [0, «] et f <§> >
1

F0)=35

Pour les variations, on procede alors par récurrence en posant P(n) : 0 < u, < Upy1 < @
) n n+
puis en composant par f (croissante sur [0, a] pour I’hérédité

Option B : on étudie f(z) > x < g(x) > 0 (cf. question 4.) < = < «a (cf. 2.c.)
on alors besoin de ¥n € N, u, < a (récurrence), alors d’apreés f(x) > x pour x < « on a
fun) = up e unyy > up

b. Montrer que (u,),en converge vers «

Théoreme de la limite monotone (d’aprés 5.a. (u,),en est croissante et majorée) puis
théoreme du point fixe (hypotheses a préciser), puis « est I'unique point fixe d’apres 4.

1
c. Montrer que : Vz € [Q’ 1] .| f'(x)] <0,125

1
g est décroissante sur cet intervalle, donc g (5) < g(x) < g(1)

1
et (14 e”)? est comprise entre ses valeurs en 3 et 1 (croissance de 'exponentielle puis du

1
carré sur R, ) puis on encadre [ entre ses valeurs en 1 et en 3 et on trouve le résultat grace

aux valeurs approchées données dans 1’énoncé.

d. Montrer que, pour tout n € N*, |u, — a| < (0,125)"!

D’apres l'inégalité des accroissements finis car a = o et b = u,,

1 1
et car| u, € {5, a} et donc a fortiori u,, € {5, 1] et de méme pour «

on démontre dans un premier temps, | pour n > 1 | |up41 — af < 0,125]u,, — o puis on

montre l'inégalité demandée par récurrence en utilisant pour l'initialisation que |u; —af < 1

1
puisque0<u1:§<a<1
e. Ecrire un programme Python qui calcule et affiche une valeur approchée de a & 107° pres.

Classique en faisant les calculs itératifs des termes avec while (0.125)**(n-1)>10%*(-8):
puis n=n+1

Séries de Riemann et séries télescopiques
Exercice 5

n
1
Dans cet exercice, on note S,, = -
n Z k
k=1
1. Justifier que (Sy,)nen+ diverge. Quelle est sa limite ?
(Sn)nen+ est la suite des sommes partielles de la série de Riemann avec a = 1 dite < série

harmonique >, on sait par propriété du cours que cette série diverge et c’est forcément vers 400
d’apres le théoreme de la limite monotone sur les séries a termes positifs.



2. Montrer que, pour k € N*, et x € [k, k+ 1] : —— <

wIH_I_
8|~
/N
==

1
En dédui e k+1
n déduire que L 1 In(k +

) -
Soit k € N* et o € [k, k + 1] alors k <
1

qui est décroissante sur ]0, 400,

In(k) <

r < k+ 1 et donc par application de la fonction inverse
— < ! <
k +11 r k
on pose f(z) =In(x) alors f'(z) = — et en posant [ = [k, k + 1], d’aprées U'inégalité précédente
x
1 1
Veel,—— < fllz) < =
donc d’apres I'inégalité des accroissements finis, appliquée a a = k et b = k + 1, on obtient :

b —a) < J(B) — f(@) < Mb—a) e (b+1— K/ < fk+1) = () < (k+ 1 k)

1 1
soit Pl <In(k+1) —In(k) < T et ceci est valable quel que soit Uintervalle I = [k, k + 1],
donc pour tout k£ € N*

3. Déduire de la relation précédente que, pour tout entier n > 2: S, — 1 < In(n) < 5,1
On pourra faire une somme pour k allant de 1 an — 1

Soit n > 2, comme indiqué, on additionne les inégalités démontrées précédemment :

n—1 n—1 n—1
1 1
— < In(k+1) —In(k)) < —
<Y ) () <Y
k=1 k=1 k=1
n—1 1 n—1 1 n 1 n 1
or 7 = Sn1 et par changement d’indice (i = k+1), Z Pl o= Z o 1=5,-1
k=1 k=1 1=2 i=1
n—1
et par télescopage Z(ln(k; +1) —In(k)) = In(n) —In(1) = In(n)
k=1

d’ot, finalement, S, — 1 < In(n) < 5,1

1
4. Montrer que, pour tout entier n > 1 :In(n) + — < S, <In(n) + 1
n

D’apres la double inégalité précédente, pour n > 2, d'une part S, —1 < In(n) donc S,, < In(n)+1
1 1 1 1

et d’autre part In(n) < S,—1 donc In(n) + — < 5,1 + — ie. ln(n) +-—<Spcar S +— =5,
n n n n

1
d’ou, en assemblant, In(n) + — < S, < In(n) + 1 ce qui est vrai aussi pour n =1 car S; = 1
n

5. En déduire un équivalent simple de S,, quand n — 400

La question précédente nous fait comprendre que S, < croit au rythme de In(n) >, on va donc
montrer que c’est ’équivalent recherché :

d’apres I'inégalité précédente, et pour n > 2 (pour éviter la division par In(1)) :

In(n) + + Sh o In(n) +1 . 1 Sh

In(n) " In(n) ~  In(n) e nln(n) = In(n)

or d’apres les limites usuelles,

donc d’apres le théoreme des gendarmes, — lie. S, ~In(n)

N
In(n)

Nota bene : on a donc montré la divergence (vers +00) de la série harmonique

Exercice 6



400 +oo
Soit A €]0, 1], calculer successivement Z ENF, Z k(k — 1)A\", Z k2 \F
k=0 k=1

Par propriété sur les séries géométriques si A €]0, 1]a
+00
lors Z EXN*"! converge (série géométrique < dérivée ») et Z kN1 =
k>0 k=0

1
TSV

+00 “+oo )\
donc par propriété sur les séries, E kEX® converge et E EXF =\ E ENFL = W
k=0 k=0 =
De maniere analogue (propriété sur les séries géométriques < dérivée > seconde) :

2
Zk —1)\ convergeetZk — 1A /\QZk —1/\’7“2 ﬁ

k>1

enfin par linéarité de la Convergence des séries et proprlete des séries géométriques :

“+oo “+oo 2 )\
KPAY = [k(k — 1) + kA k(k —1)AF kAP =

3 = Sl 1) = S S s A

En déduire les valeurs des sommes sulvantes :

D’apres les résultats précédents et par linéarité de la convergence, ces trois séries convergent et :

1
k1 1 0 Loy 2xy
A=) gyt Bo Z — Z’f —1() “ Xy
Ifo : 1 1 ? (1)2
Ook(k+1) ]_ = = 2% (=
> 1 ‘§[ZE+Z@]:§( b g 22
k=0 k=0 k=0 k=0 (1 4) (1 4) (1 4)

1 /4 8 1 /2448 16
d‘)mCﬁ(@“*ﬁ)—é( o7 )—ﬁ

Rappels sur les suites (séries) rencontrées en premiere année

Suites (séries) géométriques et assimilées

Exercice 7 - suite arithmético-géométrique

1 1
Onposeuoz1etp0urn€N:un+1:—§un+§
1
Soitcleréeltelquec:—§c+§
1. Déterminer le réel ¢
1 +1(:)3 _1{:) 1
TR T T

Nota bene : on a trouvé le < point fixe > (de la fonction f sous-jacente).

2. Montrer que la suite v définie par v, = u,, — ¢ pour n € N est géométrique; on précisera sa
raison.

Pour n € N, par définition de v, v,41 = Upy1 — €
1

donc v, 1 = —aun + 3~ ¢ par définition de u
1
donc v, 11 = _§(Un +c)+ 5 —cpar définition de v
4 1 1 n 1 1 Tanres 1
ONneC Vi1 = —=v, — =C+ — —c= —=v, d’apres 1.
B R R g n AP

i.e. v est une suite géométrique de raison -3



3. Montrer que v converge, puis que u converge.
1 n
Par propriété sur les suites géométriques, Vn € N, v,, = <—§) Vo

1 n
or ¢" — 0 pour |g| < 1 donc (—5) — 0 et donc v,, — 0 et donc par définition de u, u,, — ¢

4. Exprimer u,, en fonction de n
n
Comme évoqué a la question précédente Vn € N, v,, = ——) Vo

1 2 2 \"
orvozuo—c:1—§:§donCVnGN,vn:—(—5)

3
2 1\" 1
puis vn U Uy + Cle. u 3( 2) +3

Exercice 8 - suite récurrente linéaire d’ordre 2

Soit u la suite définie par :
ug=0,uy =1let pourn € N: upio =ty + up
On note a, b les solutions de 'équation 22 =z + 1 avec b < 0 < a

1. Montrer, par récurrence, que u, est un entier naturel pour tout n € N

Par récurrence! Il s’agit ici d’une récurrence double, puisqu’il faut une information sur deux
rangs pour en déduire le rang suivant. Pour n € N, on pose P(n) : u, € N

Initialisation : elle se fait sur deux rangs pour la récurrence double, ug = 0 et u; = 1 donc P(0)
et P(1) sont vraies

Hérédité : ici I'hypothese se fait sur deux rangs, soit n € N, on suppose que P(n) et P(n + 1)
sont vraies

par hypothese, u,, € N et u,,; € N alors de maniere évidente u,, + u,.1 € N ie. u,o € Net
donc P(n + 2) est vraie

donc par théoreme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie

1
2. Déterminer a et b. Montrer que 1 <a <2etqueb=1—a=—-
a

1—+5 1 )

2* — 2 — 1 = 0 admet deux solutions (A = 5) qui sont b = V5 et a = V5

2

on retrouve b< 0 car 5>1=+v5>vV1=1 par stricte croissance de x — \/z

par ailleurs 4 < 5 < 9 donc de méme vV2 < V5 < vV9ie 2 <vV5<3donc3<1++V5<4et
3 1 5 4 3

donc§< 5 —i.e.§<a<26tafortioril<a<2

<
2 2
1+v5 2-1-+v5 1-4/5

= = b et d’autre part :
2 2 2

1 2 2x(1-v5)  _ 2x(1-+5) _ 21-V5) 1-+5

enfin d’une part, 1 —a=1—

=b

a  1+v6  (1+VB(1—-V5) 1-5 ] 2
3. Montrer que Vn € N,  u,, = ar b
¢ ) n — \/g

2? — 2 — 1 est I'équation caractéristique de la suite (u,)ney donc par propriété sur les suites
récurrentes linéaires d’ordre 2, 3(\, i) € R?,¥n € N, u,, = Aa™ + ub"
de plus d’une part ug = 0 et uy = 1 et d’autre part ug = A+ p et uy = Aa + pb donc




N N FEPR
)\&‘i‘ﬂb = 1 /,L(b_a> = 1 L2 <—L2—CLL1 ILL = M — b
—a
1—-v5—-1—-+v5 =2 1
v Yo \/_Z—\/_dou)\_— =
2 . Vb V5
1 n __ pn
finalement Vn € N, u, = —=a" — —=b" = a

f V5 V5

. Montrer que les séries suivantes sont absolument convergentes :

S g 2na
2n+1 ) 2n+1 ) 2n+1

or par défintion de a et b,b—a =

1
On utilise pour les trois séries que |u,| < —5(|a\” + |b|") d’apres I'inégalité triangulaire

|un] 1 a 0] \"
defa1t2n+1<2\/_ ( ) + 3 car a > 0

1 )
de plus a = +2\/_ donc0<g<1
1 5 143
car V5 < V9 par stricte croissance de racine puis +4\/_ < Z =1
1 )
et |b] < +2\/_ = a < 1 par inégalité triangulaire
finalement 121 < L (g 4+ 00) L
nalemen < ——= avec —e
on+1 2\/5 q1 q2 q1 = 9 g2 = 9
or Z qy et qu sont des séries géométriques convergentes (car |q| < 1 et |go| < 1)
n=0 n>0

donc par linéarité Z

1
n=0 2\/5

(¢t + g¢3) converge

. . . . » e |y |
donc par théoreme de comparaison (les séries sont a termes positifs), on en déduit que
? on+1
n=0
. Uy, Uy, |y, | Up
converge, i.e. g converge absolument (car = ) et donc g converge
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

n=0 n=>0
(convergence absolue = convergence)

. . N . U U . N
puis on fait de méme pour les séries E n2nil et E n? 2nil en comparant respectivement a

des séries géométriques dérivées et dérivées secondes (cf. exercice 6).

—+o0
un
. Calculer Z S
n=0
&= 1 (X a0 & o
La série converge d’apres la question précédente et = — n?— — n?— ar

convergence des ces deux séries (cf. question précédente)

= 2 I n—2 I n—1
or comme a ’exercice 6 Zn o = (g) Zn(n —1) (g) + g Zn (g)
n=0

n=0 n=0
X Lar a\ ? 2 a 1
donc n’— = (—) 3+ 5 5
- ; 22 (1=5)" 2(1-3)
or 1 — g = ¢ .. je vous laisse poursuivre!



Convergence et comportement asymptotique de suites et séries

Exercice 15

~ (=)
On pose, pour n € N : u,, = o
k=0 )
2n 2n+1 k
(=1)* (=1
Un = U2n = Z [ Wp = Un+1 = Z A
k=0 k=0

1. Calculer u,, pour n € {0,...4}

k=0 ' k=0
2 3
B (—1)’“_1 1 11 B (—)’“_1 1 1 1 1 1 1
“2_]; IR TR TR TR, “3_;% M0 1273 2 6 3
4

(=D 1 1 1 1 1 1 1 9 3

t = = = — — _— = — — = — —_— = — = —

et g Moo 12 37 @ 3723 21 3

2. Montrer que (uy,)men converge et déterminer sa limite L
Par propriété (u,),en est la suite des sommes partielles de la série exponentielle pour = = —1

et donc (uy,)nen converge vers e '

3. Montrer que v et w sont adjacentes et de limite L

Par définition :

2n+2 2n 2n 2n+-2 2n
_ e G Ol R N G Ol (-1)* (-1)*
Unt1 = Un = Uoniz = Uzn = Z Y Z B Z L T Z L k!
k=0 k=0 k=0 k=2n+1 k=0
d’apres la relation de Chasles
2n+2 k 2n+1 2n+2
—1 -1 -1 1 1 2 2
donc v, 41—, = Z (=1 :( ) (=1) = _ + — nA +
Vo k! 2n+ 1) (2n+2)! 2n+1)! (2n+2)! (2n+2)(2n+1)!
1 . 2n+1
2n+2)! (2n+2)!

donc v,11 — v, < 0i.e. (v,)nen est décroissante

2n+3 (_1)k 2n+1 (—]_)k 2n+3 (—]_)k

et de maniere analogue w11 — W, = Ugy 13 — Uops1 = Z T Z o = Z o =
k=0 k=0 k=2n+2
(=1)%+2  (—1)%n+3 1 1 ~2n+3-1_ 2n+2

2n+2)! " (2n+3)!  2n+2) 2n+3)  2n+3)!  (2n+3)!
donc w41 — w, = 0 i.e. (wy,)nen est croissante

BT NS N

enfin w,, —

k! k! S @2n+1) (2n+1)!
or (2n+ 1) = (2n+1)(2n)! > 2n+1 > 1 donc par comparaison lirf (2n+1)! = +o0 donc par
n—-+0o0
quotient lim —— =0 et donc w, — v, — 0

n—-+o0o (2n + 1)!
finalement les suites (v,,)nen €t (wy)nen sont adjacentes donc elles convergent vers une méme
limite



de plus (v)nen = (Uon)nen est une < suite extraite » de (u,)nen (cette notion est hors pro-
gramme) et comme (vp)nen converge, elle converge vers la méme limite (cette propriété est
également hors programme), i.e. L = e ' (donc (wy,)nen également).



