
ECG 2a Mathématiques DS n°1 - 26 septembre 2026La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda
tion, la 
larté et la pré
ision des raisonnementsreprésentent une part importante dans l'appré
iation des 
opies.Les 
andidats sont invités à en
adrer dans la mesure du possible les résultats.Les exer
i
es peuvent être traités dans l'ordre souhaité, sans pour autant les pana
her.Au
un do
ument ni matériel éle
tronique n'est autorisé.
Dans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy.random as rdExer
i
e 1 - é
hau�ementSoit u1 = (1, 3, 2), u2 = (1,−1, 4), et u3 = (2, 5, 3)Montrer que la famille (u1, u2, u3) est libreExer
i
e 2On pose, pour x > 0 et λ ∈ R : fλ(x) = λx+ ln(1 + x)1. Justi�er que fλ est de 
lasse C1 sur R+ et 
al
uler f ′

λ(x) pour x > 02. Déterminer les variations de fλ sur R+ en séparant les 
as λ < 0 et λ > 0Dans la suite de l'exer
i
e, on suppose λ = 13. Montrer que, pour k ∈ N
∗ l'équation f1(x) = k admet une unique solution notée uk, et justi�er qu'il en estde même pour l'équation f1(x) =

1

k
, de solution notée vk4. Comportement de la suite ua. Déterminer la limite de uk quand k tend vers +∞b. Justi�er que ln(1 + uk) =

k→+∞

o(uk) et en déduire que : uk ∼
k→+∞

k
. Montrer que ln(uk) ∼
k→+∞

ln(k)d. Véri�er que, pour k ∈ N
∗ uk − k = − ln(uk)− ln

(

1 +
1

uk

) et en déduire que :
uk =

k→+∞

k − ln(k) + o(ln(k))5. Comportement de la suite va. Montrer que lim
k→+∞

vk = 0b. i. Rappeler le développement de Taylor-Young à l'ordre 2 de ln(1 + x) pour x au voisinage de 0ii. Montrer que : vk ∼
k→+∞

1

2kiii. Montrer que : vk =
k→+∞

1

2k
+

1

16k2
+ o

(

1

k2

)

1



Problème 1Partie A : résolution d'une équation di�érentielleOn 
onsidère l'équation di�érentielle :
(E) : ∀t ∈]− 2,+∞[, y′(t) + y(t) = −

e−t

(t+ 2)2
.1. Résoudre l'équation di�érentielle homogène asso
iée à (E)2. On pose, pour t ∈]− 2,+∞[, φ(t) = g(t)e−t, où g est une fon
tion de 
lasse C

1 sur R+a. Montrer que φ est solution de (E) si, et seulement si : ∀t ∈]− 2,+∞[, g′(t) = −
1

(t+ 2)2b. Déterminer une fon
tion g pour que φ soit une solution parti
ulière de (E)
. En déduire toutes les solutions de l'équation di�érentielle (E)d. Montrer que toutes les solutions de (E) ont même limite en +∞Partie B : étude de fon
tionsOn pose, pour x ∈ R+, f(x) = e−x

x+ 23. Justi�er que f est de 
lasse C
2 sur R+. Cal
uler f ′(x) et f ′′(x) pour x ∈ R+4. Justi�er que f est 
onvexe.5. Déterminer les variations de f ′, et en déduire : ∀x ∈ R+, |f ′(x)| 6

3

46. Déterminer les variations de f7. Etudier les variations de la fon
tion x 7−→ f(x)− xEn déduire que l'équation f(x) = x admet une et une seule solution, notée α et que 0 < α < 18. Ave
 Python, dé�nir puis représenter graphiquement la fon
tion f ainsi que la droite y = x sur un intervallede votre 
hoix (on justi�era le 
hoix).9. Re
opier et 
ompléter le programme Python suivant permettant de 
al
uler une valeur appro
hée de α à
10−2 près par la méthode de di
hotomie :

a=...

b=...

while ... :

m=...

if ...:

...

else :

...

return ...Partie C : étude d'une sommeOn pose, pour n ∈ N
∗ : Sn = −

n
∑

k=1

f ′(k)9. Montrer que (Sn)n∈N∗ est 
roissante.10. Soit k ∈ N
∗, �xé.a. Montrer que : ∀x > 0, f(x) > (x− k)f ′(k) + f(k)b. En déduire que : −f ′(k) 6 f(k − 1)− f(k)
. En déduire que : ∀n ∈ N

∗, Sn 6 f(0)d. Déduire des questions pré
édentes que (Sn)n∈N∗ 
onverge.2



Partie D : étude d'une suite ré
urrenteOn pose u0 = 0 et, pour n ∈ N : un+1 = f(un)11. Montrer que, pour tout n ∈ N, |un − α| 6

(

3

4

)n, où α est le réel dé�ni dans la question A-712. Soit p ∈ N
∗En utilisant la question pré
édente, déterminer une valeur np à partir de laquelle |un − α| 6 10−p près.E
rire alors une fon
tion Python d'en-tête def ValeurApprochee(p): renvoyant une valeur appro
hée de αà 10−p près.13. On pose, pour n ∈ N, vn = u2n et wn = u2n+1a. Justi�er que u2 > u0 puis montrer que (vn)n∈N est 
roissante.b. Montrer que (wn)n∈N dé
roissante.
. Montrer que : ∀n ∈ N, vn 6 α 6 wnd. Une dernière façon d'appro
her αLa question pré
édente indique que α est toujours 
ompris entre deux termes 
onsé
utifs de la suite uCompléter le s
ript Python suivant permettant de renvoyer une valeur appro
hée de α à 10−p près :
def ValeurApprochee2 (p):

u1 =0

u2 =...

while ...

u1=u2

u2 =...

return ...

Problème 2Partie 1 : puissan
es d'une matri
e1. On pose P =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











, Q =











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











, M =
1

3











0 2 2

1 0 0

1 0 0











et I =











1 0 0

0 1 0

0 0 1









a. Cal
uler PQ puis en déduire P−1b. Déterminer la matri
e D où D = P−1MP
. Montrer que M = PDP−1d. Montrer par ré
urren
e que, pour tout entier naturel j, on a M j = PDjP−1e. É
rire, pour tout entier naturel j non nul, la première 
olonne de la matri
e M jVéri�er que 
e résultat reste valable si j = 0

3



Partie 2 : étude d'une suite de variables aléatoiresUne urne 
ontient trois boules numérotées de 1 à 3. Un tirage 
onsiste à extraire au hasard une boule de l'urnepuis à la remettre dans l'urne pour le tirage suivant.On dé�nit une suite de variables aléatoires (Xk)k∈N∗ de la manière suivante :
• Pour tout entier naturel k non nul, Xk est dé�nie après le kème tirage.
• On pro
ède au 1er tirage et X1 prend la valeur du numéro de la boule obtenue à 
e tirage.
• Après le kème tirage (k ∈ N

∗) :Soit Xk a pris la valeur 1, dans 
e 
as on pro
ède au (k+1)ème tirage et Xk+1 prend la valeur du numéro obtenuà 
e (k + 1)ème tirage.Soit Xk a pris la valeur j, di�érente de 1, dans 
e 
as on pro
ède également au (k + 1)ème tirage et Xk+1 prendla valeur j si la boule tirée porte le numéro j et la valeur 1 sinon.1. Re
onnaître la loi de X12. Simulation informatique de l'expérien
e aléatoire dé
rite dans 
ette partie.Compléter le programme suivant pour qu'il simule l'expérien
e aléatoire dé
rite dans 
ette partie, en 
réantune fon
tion qui prend en entrée un entier k et qui renvoie la valeur de la variable Xk

def SimulX(k):

X=rd. randint (1 ,4)

for i in range(2,k+1):

tirage=rd. randint (1 ,4)

if X==1 :

X= ...

else :

if tirage != X :

X=...

return X3. On note Uk la matri
e à 3 lignes et une 
olonne dont l'élément de la ième ligne est P (Xk = i)a. Déterminer les probabilités P(Xk=j)(Xk+1 = i), pour tout 
ouple (i, j) de {1, 2, 3} × {1, 2, 3}b. On admet que {(Xk = 1), (Xk = 2), (Xk = 3)} est un système 
omplet d'événements.Montrer, grâ
e à la formule des probabilités totales, que
P (Xk+1 = 1) =

1

3
P (Xk = 1) +

2

3
P (Xk = 2) +

2

3
P (Xk = 3)Trouver des relations analogues pour P (Xk+1 = 2) et P (Xk+1 = 3)
. Déterminer la matri
e A de M3(R), telle que, pour tout entier naturel k non nul, on a Uk+1 = AUkd. Montrer qu'en posant U0 =











1

0

0











, alors, pour tout k de N, on a : Uk = AkU04. a. Véri�er que A = M +
1

3
I, puis établir que, pour tout k de N, on a : Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jb. En déduire les 3 éléments de la première 
olonne de la matri
e Ak, puis véri�er que la loi de Xk estdonnée par :
∀k ∈ N

∗, P (Xk = 1) =
1

2

(

1 +

(

−
1

3

)k
) et P (Xk = 2) = P (Xk = 3) =

1

4

(

1−

(

−
1

3

)k
)
. Déterminer les limites quand k tend vers +∞ de P (Xk = 1), P (Xk = 2), P (Xk = 3) et interpréter lerésultat.5. a. Cal
uler l'espéran
e E(Xk) de Xk pour k ∈ N

∗b. Ave
 Python, é
rire une fon
tion, notée esp, qui renvoie E(Xk) à l'appel de esp(k)4


