
ECG 2a Mathématiques DS n°1 - 26 septembre 2026Corrigé Total sur 75 points - dont réda
tion/présentation/
larté : 3 pointsDans tout le sujet, 
on
ernant les 
odes Python, on supposera les importations suivantes faites :
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy.random as rdExer
i
e 1 - é
hau�ement 2 pointsSoit u1 = (1, 3, 2), u2 = (1,−1, 4), et u3 = (2, 5, 3)Montrer que la famille (u1, u2, u3) est libreSoit (λ1, λ2, λ3) ∈ R
3 tel que λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 = 0alors λ1(1, 3, 2) + λ2(1,−1, 4) + λ3(2, 5, 3) = (0, 0, 0) don




















λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

3λ1 − λ2 + 5λ3 = 0

2λ1 + 4λ2 + 3λ3 = 0

⇔



















λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

−4λ2 − λ3 = 0 L2 ← L2 − 3L1

2λ2 − λ3 = 0 L3 ← L3 − 2L1

⇔



















λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

−4λ2 − λ3 = 0

−3λ3 = 0 L3 ← L2 + 2L3�nalement, par substitution, λ1 = λ2 = λ3 = 0 don
 (u1, u2, u3) est une famille libreExer
i
e 2 18 pointsOn pose, pour x > 0 et λ ∈ R : fλ(x) = λx+ ln(1 + x)1. Justi�er que fλ est de 
lasse C
1 sur R+ et 
al
uler f ′

λ(x) pour x > 0 1 point
x 7→ λx et x 7→ ln(1 + x) (par 
omposition) sont de 
lasse C

1 (et même C
∞) sur R+don
 fλ est de 
lasse C

1 sur R+ et ∀x > 0, f ′

λ(x) = λ+
1

1 + x
(la dérivée de ln(u) est u′

u
)2. Déterminer les variations de fλ sur R+ en séparant les 
as λ < 0 et λ > 0 3 points

1er 
as : λ > 0

∀x > 0, fλ(x) > 0 (
ar 
'est alors une somme de termes positifs) : fλ est stri
tement 
roissante sur R+

2ème 
as : pour λ < 0

f ′

λ(x) > 0⇔ −λ >
1

1 + x
⇔ −

1

λ
< 1+x par stri
te dé
roissan
e de la fon
tion inverse sur ]0,+∞[ (attentiondans 
e 
as λ < 0⇒ −λ > 0 et x > 0⇒

1

1 + x
> 0) d'où f ′

λ(x) > 0⇔ x < −

(

1 +
1

λ

)on va don
 à nouveau disso
ier en deux sous-
as
• 1er sous-
as : λ 6 −1alors 1

λ
> −1 (par dé
roissan
e de la fon
tion inverse sur ]−∞, 0[) et don
 1

λ
+ 1 > 0 et −( 1

λ
+ 1

)

6 0et don
 ∀x > 0, f ′

λ(x) < 0 et f est stri
tement dé
roissante sur R+ (même si jamais f ′

λ(0) = 0)
• 2ème sous-
as : −1 < λ < 0 alors 
omme vu dans le sous-
as pré
édent, −( 1

λ
+ 1

)

> 0don
 d'après l'équivalen
e présentée en introdu
tion du deuxième 
as, on peut résumer les variations ave
le tableau :
1



x

f ′

λ(x)

fλ

0 −

(

1 +
1

λ

)

+∞+ 0 -
mλmλDans la suite de l'exer
i
e, on suppose λ = 13. Montrer que, pour k ∈ N

∗ l'équation f1(x) = k admet une unique solution notée uk, et justi�er qu'il en estde même pour l'équation f1(x) =
1

k
, de solution notée vk 1 pointD'après 2. (
as λ > 0), f1 est stri
tement 
roissante et 
ontinue sur R+, don
, d'après le théorème dela bije
tion, elle réalise une bije
tion de R+ vers f1(R+) = [0,+∞[ (par addition de limites pour la limiteen +∞)Comme k > 0, k ∈ [0,+∞[, don
 l'équation f1(x) = k admet don
 une unique solution notée ukDe même 1

k
∈ [0,+∞[ don
 f1(x) = 1/k admet une unique solution notée vk4. Comportement de la suite ua. Déterminer la limite de uk quand k tend vers +∞ 1,5 pointsOption A : par propriété, f1 étant bije
tive de R+ dans R+ et stri
tement 
roissante sa ré
iproque f−1

1est également bije
tive de R+ dans R+ et stri
tement 
roissante, dont on déduit lim
x→+∞

f−1
1 (x) = +∞puis 
omme uk = f−1

1 (k) pour tout k ∈ N
∗, par 
omposition lim

k→+∞

f−1
1 (k) = +∞ soit lim

k→+∞

uk = +∞Option B : on peut essayer d'utiliser l'équation qui dé�nit ukpar dé�nition, ∀k ∈ N
∗, f1(uk) = k i.e. uk + ln(1 + uk) = kor (inégalité de 
onvexité), ∀x > −1, ln(1 + x) 6 xd'où (uk étant positif), ln(1 + uk) 6 uk et don
 uk + ln(1 + uk) 6 2uk i.e. k 6 2ukdon
 par théorème des gendarmes (version in�nie),

lim
k→+∞

2uk = +∞ puis par opération lim
k→+∞

uk = lim
k→+∞

1

2
(2uk) = +∞Option C : on montre d'abord que la suite est 
roissante (à faire), puis par l'absurde si elle était majoréeelle serait 
onvergente d'après le théorème de la limite monotone et en passant à la limite dans l'égalité

uk + ln(1 + uk) = k on obtient une 
ontradi
tion (� ℓ+ ln(ℓ) = +∞ �), don
 la suite n'est pas majoréeet don
 elle diverge vers +∞ d'après le théorème de la limite monotone.b. Justi�er que ln(1 + uk) =
k→+∞

o(uk) et en déduire que : uk ∼
k→+∞

k 2 pointsL'idée est que ln(1 + x) =
x→+∞

o(x) puis on � 
ompose � en inje
tant uk
omme nous l'avons déjà vu (D.L. n°1), pour x > 0, ln(1 + x) = ln

[

x

(

1 +
1

x

)]

= ln(x) + ln

(

1 +
1

x

)don
 ln(1 + x)

x
=

ln(x)

x
+

ln
(

1 + 1
x

)

x
or par 
roissan
es 
omparées, lim

x→+∞

ln(x)

x
= 0de plus lim

x→+∞

x = +∞, lim
x→+∞

1 +
1

x
= 0 d'après les limites usuellesdon
 par 
ontinuité de ln, lim

x→+∞

ln

(

1 +
1

x

)

= ln(1) = 0 et par opérations, lim
x→+∞

ln(1 + x)

x
= 0alors puisque lim

k→+∞

uk = +∞ par 
omposition lim
k→+∞

ln(1 + uk)

uk
= 02



i.e. ln(1 + uk) =
k→+∞

o(1 + uk) =
k→+∞

o(uk) en�n, puisque ∀k ∈ N
∗, uk + ln(1 + uk) = kon en déduit : k =

k→+∞

uk + o(uk) soit k ∼
k→+∞

uk, ou uk ∼
k→+∞

k
. Montrer que ln(uk) ∼
k→+∞

ln(k) 2 pointsPar dé�nition de uk,∀k ∈ N
∗, uk + ln(1 + uk) = k et don
 ln(uk + ln(1 + uk)) = ln(k)et don
 pour k > 1,

ln(uk + ln(1 + uk))

ln(k)
= 1or ln(uk + ln(1 + uk))

ln(k)
=

ln
[

uk

(

1 + ln(1+uk)
uk

)]

ln(k)
=

ln(uk)

ln(k)
+

ln
(

1 + ln(1+uk)
uk

)

ln(k)or 
omme montré plus haut lim
k→+∞

ln(1 + uk)

uk
= 0 don
 par 
ontinuité de ln

lim
k→+∞

ln

(

1 +
ln(1 + uk)

uk

)

= ln(1) + 0 et par ailleurs lim
k→+∞

ln(k) = +∞don
 par quotient lim
k→+∞

ln
(

1 + ln(1+uk)
uk

)

ln(k)
= 0don
 par soustra
tion lim

k→+∞

ln(uk)

ln(k)
= 1− 0 = 1 d'où ln(uk) ∼

k→+∞

ln(k)d. Véri�er que, pour k ∈ N
∗ uk − k = − ln(uk)− ln

(

1 +
1

uk

) et en déduire que : 2,5 points
uk =

k→+∞

k − ln(k) + o(ln(k))Soit k ∈ N
∗, par propriété du logarithme,

− ln(uk)− ln

(

1 +
1

uk

)

= −

(

ln(uk + ln

(

1 +
1

uk

))

= − ln

[

uk

(

1 +
1

uk

)]

= − ln(uk + 1)or par dé�nition de uk, uk + ln(1 + uk) = k don
 − ln(uk + 1) = uk − ket don
 on trouve bien − ln(uk)− ln

(

1 +
1

uk

)

= uk − kpuis uk − k + ln(k) = ln(k)− ln(uk)− ln

(

1 +
1

uk

)

= ln

(

k

uk

)

− ln

(

1 +
1

uk

)or d'une part uk →
k→+∞

+∞, alors par opérations puis 
ontinuité de ln, ln

(

1 +
1

uk

)

→
k→+∞

ln(1) = 0et puisque k ∼
k→+∞

uk,
k

uk
→

k→+∞

1 d'où par 
ontinuité de ln, ln

(

k

uk

)

→
k→+∞

ln(1) = 0on en déduit par addition et quotient de limites (ln(k) →
k→+∞

+∞) que
lim

k→+∞

ln
(

k
uk

)

− ln
(

1 + 1
uk

)

ln(k)
= 0 i.e. ln( k

uk

)

− ln

(

1 +
1

uk

)

=
k→+∞

o(ln(k))d'où uk − k + ln(k) =
k→+∞

o(ln(k)) soit uk =
k→+∞

k − ln(k) + o(ln(k))5. Comportement de la suite va. Montrer que lim
k→+∞

vk = 0 1 pointPar dé�nition, ∀k ∈ N
∗, f1(vk) =

1

k
et don
 en 
omposant par f−1

1 , vk = f−1
1

(

1

k

)or puisque f1 est 
ontinue, f−1
1 l'est aussi et en parti
ulier f−1

1 est 
ontinue en 0et 
omme 1

k
= →

k→+∞

0 alors, vk →
k→+∞

f−1
1 (0)3



or f1(0) = 0 don
 f−1
1 (0) = 0 et don
 vk →

k→+∞

0b. i. Rappeler le développement de Taylor-Young à l'ordre 2 de ln(1 + x) pour x au voisinage de 0D'après le 
ours, pour x au voisinage de 0, ln(1 + x) = x−
x2

2
+ o(x2) 0,5pointii. Montrer que : vk ∼

k→+∞

1

2k
1,5 pointsD'après le développement de ln(1 + x) au voisinage de 0 et puisque vk → 0on en déduit que ln(1 + vk) =

k→+∞

vk + o(vk)et 
omme vk + ln(1 + vk) =
1

k
on obtient : 2vk + o(vk) =

k→+∞

1

ket don
 (on utilise u = v + o(v)⇔ u ∼ v) 2vk ∼
k→+∞

1

k
soit vk ∼

k→+∞

1

2kiii. Montrer que : vk =
k→+∞

1

2k
+

1

16k2
+ o

(

1

k2

) 2 pointsOn reprend la même démar
he, ave
 le développement limité à l'ordre 2 :
ln(1 + vk) =

k→+∞

vk −
v2k
2

+ o(v2k) et à nouveau ave
 la relation vk + ln(1 + vk) =
1

kon trouve vk −
1

2k
=

k→+∞

v2k
4

+ o(v2k)et don
 vk −
1

2k
∼

k→+∞

v2k
4

et d'après la question pré
édente (et fa
teur 1

2
) : vk

2
∼

1

4kdon
 par puissan
e entière d'équivalents (
arré i
i) v2k
4
∼

1

16k2
e qui revient à é
rire vk =
k→+∞

1

2k
+

1

16k2
+ o

(

1

k2

)

Problème 1 38 pointsPartie A : résolution d'une équation di�érentielleOn 
onsidère l'équation di�érentielle : (E) : ∀t ∈]− 2,+∞[, y′(t) + y(t) = −
e−t

(t+ 2)21. Résoudre l'équation di�érentielle homogène asso
iée à (E) 0,5 pointD'après le 
ours, y′ + y = 0⇔ ∃λ ∈ R, ∀t ∈]− 2,+∞[, y(t) = λe−t
e que l'on peut aussi é
rire SH = {t 7→ λe−tpour t ∈]− 2,+∞[, λ ∈ R}2. On pose, pour t ∈]− 2,+∞[, φ(t) = g(t)e−t, où g est une fon
tion de 
lasse C
1 sur R+a. Montrer que φ est solution de (E) si, et seulement si : ∀t ∈]− 2,+∞[, g′(t) = −

1

(t+ 2)2
1 point

∀t > −2, φ′(t) = g′(t)e−t − g(t)e−t = g′(t)e−t − φ(t)don
 φ est solution de (E)⇔ ∀t > −2, φ′(t) + φ(t) = g′(t)e−t = −
e−t

(t+ 2)2

⇔ ∀t > −2, g′(t) = −
1

(t+ 2)24



b. Déterminer une fon
tion g pour que φ soit une solution parti
ulière de (E) 1 pointEn 
hoisissant : g(t) =
1

t+ 2
pour t > −2 on obtient alors ∀t > −2, g′(t) = − 1

(2 + t)2et don
 d'après la question pré
édente, φ dé�nie plus haut est alors solution de (E)
. En déduire toutes les solutions de l'équation di�érentielle (E) 1 pointPar prin
ipe de superposition, les solutions de (E) peuvent être obtenues en additionnant une solutionparti
ulière aux solutions de l'équation homogène, don
 on déduit des question pré
édentes que :
y est solution de (E) ssi : ∃λ ∈ R, ∀t ∈]− 2,+∞[, y(t) =

(

λ+
1

t+ 2

)

e−td. Montrer que toutes les solutions de (E) ont même limite en +∞ 1 pointD'après les limites usuelles, lim
t→+∞

1

t+ 2
= 0 et lim

t→+∞

e−t = 0don
 par opérations, lim
t→+∞

=

(

λ+
1

t+ 2

)

e−t = (λ+ 0)× 0 = 0i.e. toutes les solutions ont pour limite 0 en +∞Partie B : étude de fon
tionsOn pose, pour x ∈ R+, f(x) = e−x

x+ 23. Justi�er que f est de 
lasse C
2 sur R+. Cal
uler f ′(x) et f ′′(x) pour x ∈ R+ 2 point

f est quotient de deux fon
tions usuelles de 
lasse C
2, le dénominateur ne s'annulant pas sur R+, don
 f estde 
lasse C

2 sur R+.On peut remarquer que f est une solution de l'équation di�érentielle de la partie A, en parti
ulier f ′(x) =

−f(x)−
e−x

(x+ 2)2
et don
 en notant h(x) = e−x

(x+ 2)2
on trouve,

f ′′(x) = −f ′(x)− h′(x) = −(−f(x)− h(x))− h′(x) = f(x) + h(x)− h′(x) 
e qui simpli�e un peu les 
al
ulsPour x > 0, h′(x) =
−e−x(x+ 2)2 − e−x × 2× (x+ 2)

(x+ 2)4
= −

e−x

(x+ 2)2
− 2

e−x

(x+ 2)3�nalement f ′(x) = −
e−x

x+ 2
−

e−x

(x+ 2)2
et f ′′(x) =

e−x

x+ 2
+

2e−x

(x+ 2)2
+

2e−x

(x+ 2)34. Justi�er que f est 
onvexe. 0,5 point
∀x > 0, f ′′(x) > 0 (et même > 0) 
ar f est 
omposée de produits, quotients et somme de termes positifsdon
 f est 
onvexe .5. Déterminer les variations de f ′, et en déduire : ∀x ∈ R+, |f ′(x)| 6

3

4
1,5 pointsPuisque ∀x ∈ R+, f

′′(x) > 0 f ′ est don
 
roissante (et même stri
tement)de plus f ′(0) = −
3

4
et lim

x→+∞

f ′(x) = −
0

0 + 2
−

0

(0 + 2)2
= 0 par opérations (pas de forme indéterminée i
i).On a don
 le tableau suivant :

x

f ′(x)

f ′

0 +∞+
−
3

4
−
3

4

00 5



de fait ∀x ∈ R+,−
3

4
6 f ′(x) 6 0 don
 3

4
> −f ′(x) > 0 et on en déduit bien ∀x ∈ R+, |f

′(x)| 6
3

4Remarque : à la pla
e de la limite en +∞ on peut remarquer que f ′ est négative (addition de termes négatifs).6. Déterminer les variations de f 0,25 pointD'après la question pré
édente, ∀x ∈ R+, f
′(x) < 0 don
 f est don
 stri
tement dé
roissante sur R+7. Etudier les variations de la fon
tion x 7−→ f(x) − x. En déduire que l'équation f(x) = x admet une et uneseule solution, notée α et que 0 < α < 1 2,75 pointsPour x > 0, on pose g(x) = f(x)− x alors ∀x > 0, g′(x) = f ′(x)− 1or d'après 5. ∀x > 0, f ′(x) 6 0 don
 f ′(x)− 1 < 0Nota bene : si on n'avait pas 
e résulat intermédiaire, on pouvait raisonner ave
 le résultat donné à la question5., |f ′(x)| 6

3

4
⇒ −

3

4
6 f ′(x) 6

3

4
⇒ f ′(x)− 1 < 0don
 g est stri
tement dé
roissante et 
ontinue par addition (et 
ar f l'est),de plus g(0) = f(0) − 0 =

1

2
et lim

x→+∞

f(x) =
0

0 + 2
= 0 par opérations (
omme plus haut, pas de formeindéterminée i
i) don
 lim

x→+∞

f(x)− x = −∞don
, d'après le théorème de la bije
tion, g réalise une bije
tion de R+ sur ] lim
x→+∞

g(x), g(0)] =

]

−∞,
1

2

[
omme 0 ∈

]

−∞,
1

2

[, l'équation g(x) = 0⇔ f(x) = x admet une unique solution sur R+, notéé αen�n g(1) = f(1)− 1 =
e−1

2 + 1
− 1 =

1

3e
− 1 < 0 
ar 3e > 1 et 
omme g(0) > 0 et que g est toujours 
ontinue,d'parès le théorème des valeurs intermédiaires g s'annule sur [0; 1] et même ]0; 1[ 
ar g(0) 6= 0 et g(1) 6= 0or α est l'unique solution de g(x) = 0 sur R+ don
 0 < α < 18. Re
opier et 
ompléter le programme Py-thon suivant permettant de 
al
uler unevaleur appro
hée de α à 10−2 près par laméthode de di
hotomie : 1,5 pointsDu grand 
lassique, on veille à adpater à lasituation (i
i g dé
roissante). On peut éga-lement bien sûr faire le programme ave
 g.

def f(x):

return ...

a =...

b =...

while ... :

m =...

if ...:

...

else :

...

return ...

def f(x):

return np.exp(-x)/(x+2)

a=0

b=1

while b-a >10**( -2) :

m=(a+b)/2

if f(m)>m: # g(m) >0

a=m

else :

b=m

return (a+b)/2Partie C : étude d'une sommeOn pose, pour n ∈ N
∗ : Sn = −

n
∑

k=1

f ′(k)9. Montrer que (Sn)n∈N∗ est 
roissante. 1 point
∀n ∈ N

∗, Sn+1 = −
n+1
∑

k=1

f ′(k) = −
n
∑

k=1

f ′(k)− f(n+ 1) = Sn − f ′(n+ 1) par relation de Chaslesdon
 Sn+1 − Sn = −f ′(n+ 1) > 0 (d'après 5.) don
 (Sn)n∈N∗ est (stri
tement) 
roissante.10. Soit k ∈ N
∗, �xé. 6



a. Montrer que : ∀x > 0, f(x) > (x− k)f ′(k) + f(k) 1 point
y = (x− k)f ′(k)+ f(k) est l'équation de la tangente à la 
ourbe représentative de f au point d'abs
isse
k et 
omme f est 
onvexe sur R+, sa 
ourbe est au-dessus de 
ha
une de ses tangentes :don
 en parti
ulier ∀x ∈ R+, f(x) > (x− k)f ′(k) + f(k)Remarque : il est aussi possible d'étudier les variations de x 7→ f(x) − (x − k)f ′(k) pour k �xé (ontrouvera un minimum en k valant f(k)).b. En déduire que : −f ′(k) 6 f(k − 1)− f(k) 0,5 pointPour k ∈ N

∗, en prenant x = k − 1 (on a bien x > 0 
ar k > 1) dans la relation pré
édente,on trouve f(k − 1) > (k − 1− k)f ′(k) + f(k) soit −f ′(k) 6 f(k − 1)− f(k)
. En déduire que : ∀n ∈ N
∗, Sn 6 f(0) 1,5 pointsIl su�t d'additionner les inégalités pour k entre 1 et n :

n
∑

k=1

−f ′(k) 6

n
∑

k=1

[f(k − 1)− f(k)]alors d'une part on trouve n
∑

k=1

−f ′(k) = −

n
∑

k=1

f ′(k) = Snet d'autre part, par téles
opage, n
∑

k=1

[f(k − 1)− f(k)] = f(0)− f(n)d'où �nalement Sn 6 f(0)− f(n) et a fortiori Sn 6 f(0) 
ar f(n) > 0d. Déduire des questions pré
édentes que (Sn)n∈N∗ 
onverge. 0,5 point
(Sn)n∈N∗ est une suite 
roissante (d'après 9.) et majorée d'après la question pré
édente don
, d'aprèsle théorème de la limite monotone (Sn)n∈N∗ 
onverge.Partie D : étude d'une suite ré
urrenteOn pose u0 = 0 et, pour n ∈ N : un+1 = f(un)11. Montrer que, pour tout n ∈ N, |un − α| 6

(

3

4

)n, où α est le réel dé�ni dans la question A-7 2,5 pointsOn remarque d'abord que f〈R+〉 ⊂ R+, 
e qui permet de dé�nir u et de justi�er que ∀n ∈ N, un > 0C'est une question 
lassique d'utilisation de l'inégalité des a

roissement �nis, que l'on intègre i
i dans laré
urren
e. Pour n ∈ N, on dé�nit la propriété P (n) : |un − α| 6

(

3

4

)nInitialisation : P (0) est vraie ⇔ |u0 − α| 6

(

3

4

)0

⇔ |α| 6 1⇔ α 6 1 
e qui est vrai, don
 P (0) est vraie(on a utilisé u0 = 0 et 0 6 α 6 1)hérédité : soit n ∈ N on suppose que P (n) est vraie, alors par hypothèse |un − α| 6

(

3

4

)nor un ∈ R+ (
f. remarque préalable), α ∈ R+, et ∀x ∈ R+, |f ′(x)| 6
3

4don
 d'après l'inégalité des a

roissements �nis |f(un)− f(α)| 6
3

4
|un − α|soit, puisque par leurs dé�nitions f(un) = un+1 et f(α) = α, |un+1−α| 6

3

4
|un−α| 6

3

4
×

(

3

4

)n

=

(

3

4

)n+1
'est-à-àdire que P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie i.e. ∀n ∈ N, |un − α| 6

(

3

4

)n7



12. Soit p ∈ N
∗. En utilisant la question pré
édente, déterminer une valeur np à partir de laquelle |un−α| 6 10−pprès.E
rire alors une fon
tion Python d'en-tête def ValeurApprochee(p): renvoyant une valeur appro
hée de αà 10−p près. 1 pointdès que (3

4

)n

6 10−p alors up est une valeur appro
hée de α à 10−p près ,soit dès que : n ln

(

3

4

)

6 −p ln(10)⇔ n >
p ln(10)

ln(4) − ln(3)
(attention au signe ! ln(3

4

)

< 0)don
 on peut 
hoisir np =

⌊

p ln(10)

ln(4) − ln(3)

⌋

+ 1Pour la fon
tion Python, on utilise le résultat pré
édent, il su�t simplement de 
al
uler les termes de la suitede manière itérative jusqu'au rang trouvé :
def ValeurApprochee (p):

u=0

np=np. floor(p*np.log (10) /( np.log (4) -np.log (3)))+1

for _ in range(np):

u=np.exp(-u)/(u+2)

return u13. On pose, pour n ∈ N, vn = u2n et wn = u2n+1a. Justi�er que u2 > u0 puis montrer que (vn)n∈N est 
roissante. 2 pointsComme évoqué plus haut, u2 > 0, or u0 = 0 don
 u2 > u0Il s'agit ensuite de reprendre l'idée de la preuve de la monotonie d'une suite ré
urrente dans le 
as d'unefon
tion 
roissante, mais en appliquant deux fois la fon
tion f qui est dé
roissante.Pour n ∈ N, on dé�nit don
 Q(n) : vn+1 > vnInitialisation : v1 = u2 et v0 = u0, don
 on trouve bien v1 > v0 i.e. Q(1) est vraieHérédité : soit n ∈ N on suppose P (n) vraie, don
 par hypothèse vn+1 > vn soit u2n+2 > u2nen 
omposant deux fois par f , qui est dé
roissante, on trouve f(u2n+2) 6 f(u2n) soit u2n+3 6 u2n+1puis f(u2n+3) > f(u2n+1) soit u2n+4 6 u2n+2 autrement dit vn+2 > vn+1, don
 Q(n+ 1) est vraie d'oùl'hérédité.don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie, i.e. (vn)n∈N est 
roissanteb. Montrer que (wn)n∈N dé
roissante. 1 pointD'après la question pré
édente, pour tout n ∈ N, u2n ≤ u2n+2 don
, en 
omposant par f qui estdé
roissante : u2n+1 ≥ u2n+3 
e qui donne wn ≥ wn+1 : la suite w est bien dé
roissante.
. Montrer que : ∀n ∈ N, vn 6 α 6 wn 2 pointsA nouveau par ré
urren
e en 
ommençant par un 
oté de l'inégalité, pour n ∈ N, on dé�nit R(n) : vn 6 αInitialisation : v0 = u0 = 0 6 α don
 R(0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose R(n) vraiealors par hypothèse vn 6 α don
 en 
omposant par f (toujours dé
roissante), f(vn) > f(α)autrement dit f(u2n) > f(α) soit u2n+1 > α 
ar f(α) = αNota bene : on peut aussi é
rire 
ette inégalité wn > α 
ar wn = u2n+1(= f(vn))puis en 
omposant à nouveau par f (dé
roissante) : f(u2n+1) 6 f(α) soit u2n+2 6 α ou en
ore vn+1 6 αdon
 R(n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, R(n) est vraie, i.e. ∀n ∈ N, vn 6 αen�n, dans l'hérédité, on a montré au passage que vn 6 α⇒ α 6 wn d'où ∀n ∈ N, α 6 wn8



d. Une dernière façon d'appro
her α.La question pré
édente indique que α est toujours 
ompris entre deux termes 
onsé
utifs de la suite uCompléter le s
ript Python suivantpermettant de renvoyer une valeurappro
hée de α à 10−p près : 1,5points def ValeurApprochee2 (p):

u1 =0

u2 =...

while ...

u1=u2

u2 =...

return ...

def ValeurApprochee2 (p):

u1 =0

u2=np.exp (-u1)/( u1 +2)

while abs (u2 -u1) >10**( - p):

u1=u2

u2=np.exp (-u1)/( u1 +2)

return (u1+u2)/2L'idée est simplement de 
al
uler des termes de la suite, tant que l'é
art entre vn et wn est trop important.Problème 2 23 pointsPartie 1 : puissan
es d'une matri
e1. On pose P =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











, Q =











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











, M =
1

3











0 2 2

1 0 0

1 0 0











et I =











1 0 0

0 1 0

0 0 1









a. Cal
uler PQ puis en déduire P−1 1 point
PQ =











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1





















1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











=











2 + 2 2− 2 2− 2

1− 1 1 + 1 + 2 1 + 1− 2

1− 1 1 + 1− 2 1 + 1 + 2











=











4 0 0

0 4 0

0 0 4











= 4Idon
 P
1

4
Q = I don
 P est inversible et P−1 =

1

4
Qb. Déterminer la matri
e D où D = P−1MP 1,5 pointsD'après la question pré
édente :

P−1M =
1

4











1 1 1

−1 1 1

0 2 −2











1

3











0 2 2

1 0 0

1 0 0











=
1

12











1 + 1 2 2

1 + 1 −2 −2

2− 2 0 0











=
1

12











2 2 2

2 −2 −2

0 0 0











=
1

6











1 1 1

1 −1 −1

0 0 0









don
 par dé�nition :
D =

1

6











1 1 1

1 −1 −1

0 0 0





















2 −2 0

1 1 1

1 1 −1











=
1

6











2 + 1 + 1 −2 + 1 + 1 1− 1

2− 1− 1 −2− 1− 1 −1 + 1

0 0 0











=
1

6











4 0 0

0 −4 0

0 0 0











=













2

3
0 0

0 −
2

3
0

0 0 0












. Montrer que M = PDP−1 1 pointOn déduit de la question pré
édente que PD = PP−1MP = IMP = MPet don
 PDP−1 = MPP−1 = MI = Md. Montrer par ré
urren
e que, pour tout entier naturel j, on a M j = PDjP−1 1,5 pointsPour j ∈ N, on dé�nit l'assertion P (j) : M j = PDjP−1Initialisation : P (0) est vraie ⇔M0 = PD0P−1 ⇔ I = PIP−1 = PP−1 = Idon
 P (0) est vraie 9



Hérédité : soit j ∈ N, supposons P (j) vraiedon
 par hypothèse M j = PDjP−1don
 M j+1 = M j ×M = PDjP−1PDP−1 = PDjIDP−1 = PDjDP−1 = PDj+1P−1 don
 P (j + 1)est vraiedon
 par théorème de ré
urren
e, ∀j ∈ N, P (j) est vraie, i.e. M j = PDjP−1e. É
rire, pour tout entier naturel j non nul, la première 
olonne de la matri
e M j . Véri�er que 
e résultatreste valable si j = 0 2 pointsOn aura la première 
olonne de M j en faisant le produit par la droite par les premières 
olonnes :tout d'abord par propriété sur les puissan
es diagonales,
Dj =















(

2

3

)j

0 0

0

(

−
2

3

)j

0

0 0 0















don
M j = PDjP−1 =
1

4











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1

























(

2

3

)j

0 0

0

(

−
2

3

)j

0

0 0 0

























1 · · · · · ·

−1 · · · · · ·

0 · · · · · ·











don
 M j =
1

4











2 −2 0

1 1 1

1 1 −1

























(

2

3

)j

· · · · · ·

−

(

−
2

3

)j

· · · · · ·

0 · · · · · ·















=
1

4



















2

(

2

3

)j

+ 2

(

−2

3

)j

· · · · · ·
(

2

3

)j

−

(

−2

3

)j

· · · · · ·
(

2

3

)j

−

(

−2

3

)j

· · · · · ·

















et pour j = 0 la première 
olonne est 




1 · · · · · ·

0 · · · · · ·

0 · · · · · ·












e qui est bien 
elle de M0 = IPartie 2 : étude d'une suite de variables aléatoiresUne urne 
ontient trois boules numérotées de 1 à 3. Un tirage 
onsiste à extraire au hasard une boule de l'urnepuis à la remettre dans l'urne pour le tirage suivant.On dé�nit une suite de variables aléatoires (Xk)k∈N∗ de la manière suivante :
• Pour tout entier naturel k non nul, Xk est dé�nie après le kème tirage.
• On pro
ède au 1er tirage et X1 prend la valeur du numéro de la boule obtenue à 
e tirage.
• Après le kème tirage (k ∈ N

∗) :Soit Xk a pris la valeur 1, dans 
e 
as on pro
ède au (k+1)ème tirage et Xk+1 prend la valeur du numéro obtenuà 
e (k + 1)ème tirage.Soit Xk a pris la valeur j, di�érente de 1, dans 
e 
as on pro
ède également au (k + 1)ème tirage et Xk+1 prendla valeur j si la boule tirée porte le numéro j et la valeur 1 sinon.1. Re
onnaître la loi de X1 0,5 point
X1 prend la valeur du numéro de la boule obtenue lors du premier tirage, i.e. 1, 2 ou 3Les numéros sont équiprobables don
 X1 →֒ U ({1, 2, 3}) (loi uniforme sur [[1, 3]])2. Simulation informatique de l'expérien
e aléatoire dé
rite dans 
ette partie.Compléter le programme suivant pour qu'il simule l'expérien
e aléatoiredé
rite dans 
ette partie, en 
réant une fon
tion qui prend en entrée unentier k et qui renvoie la valeur de la variable Xk 1,5 points
rd.randint(1,4) simule le tirage d'une boule parmi les 3 (le 4 est ex
lu)
X 
ontient les valeurs su

essives des variables X1,X2 · · ·XkSi Xk = 1 alors Xk+1 vaut le résultat du tirage, 
e qui est traduit par
X=tirageSi Xk = j et que le numéro tiré est autre que j alors Xk+1 = 1 alors que
Xk reste in
hangé sinon (don
 on ne 
hange pas X)

import numpy. random as rd

def SimulX (k):

X=rd. randint (1 ,4)

for i in range(2,k+1):

tirage =rd. randint

(1 ,4)

if X==1 :

X= tirage

else :

if tirage != X :

X=1

return X10



3. On note Uk la matri
e à 3 lignes et une 
olonne dont l'élément de la ième ligne est P (Xk = i)a. Déterminer les probabilités P(Xk=j)(Xk+1 = i), pour tout 
ouple (i, j) de {1, 2, 3} × {1, 2, 3} 1,5 pointsSiXk = 1 alorsXk+1 →֒ U ({1, 2, 3}) don
 P(Xk=1)(Xk+1 = 1) = P(Xk=1)(Xk+1 = 3) = P(Xk=1)(Xk+1 =

3) =
1

3si Xk = 2 alors P(Xk=2)(Xk+1 = 2) =
1

3
(
'est la probabilité de tirer 2)et P(Xk=2)(Xk+1 = 1) =

2

3
(
ar dans les deux autres 
as, i.e. � tirer 1 ou 3 � alors Xk+1 vaut 1) et en�n

P(Xk=2)(Xk+1 = 3) = 0de manière analogue, si Xk = 3 alors P(Xk=3)(Xk+1 = 3) =
1

3
(
'est la probabilité de tirer 3)et P(Xk=3)(Xk+1 = 1) =

2

3
et P(Xk=3)(Xk+1 = 2) = 0b. On admet que {(Xk = 1), (Xk = 2), (Xk = 3)} est un système 
omplet d'événements.Montrer, grâ
e à la formule des probabilités totales, que

P (Xk+1 = 1) =
1

3
P (Xk = 1) +

2

3
P (Xk = 2) +

2

3
P (Xk = 3)Trouver des relations analogues pour P (Xk+1 = 2) et P (Xk+1 = 3) 2 pointsComme {(Xk = 1), (Xk = 2), (Xk = 3)} est un système 
omplet d'événements, d'après la formule desprobabilités totales :

P (Xk+1 = 1) = P(Xk=1)(Xk+1 = 1)P (Xk = 1) + P(Xk=2)(Xk+1 = 1)P (Xk = 2) + P(Xk=3)(Xk+1 =

1)P (Xk = 3) =
1

3
P (Xk = 1) +

2

3
P (Xk = 2) +

2

3
P (Xk = 3)
ar d'après la question pré
édente, P(Xk=1)(Xk+1 = 1) =

1

3
et P(Xk=2)(Xk+1 = 1) = P(Xk=3)(Xk+1 =

1) =
2

3de manière analogue on trouve
P (Xk+1 = 2) = P(Xk=1)(Xk+1 = 2)P (Xk = 1) + P(Xk=2)(Xk+1 = 2)P (Xk = 2) + P(Xk=3)(Xk+1 =

2)P (Xk = 3) =
1

3
P (Xk = 1) +

1

3
P (Xk = 2) + 0 et

P (Xk+1 = 3) = P(Xk=1)(Xk+1 = 3)P (Xk = 1) + P(Xk=2)(Xk+1 = 3)P (Xk = 2) + P(Xk=3)(Xk+1 =

3)P (Xk = 3) =
1

3
P (Xk = 1) + 0 +

1

3
P (Xk = 3)

11




. Déterminer la matri
e A de M3(R), telle que, pour tout entier naturel k non nul, on a Uk+1 = AUk 1pointEn posant A =















1

3

2

3

2

3
1

3

1

3
0

1

3
0

1

3















alors AUk =















1

3

2

3

2

3
1

3

1

3
0

1

3
0

1

3

























P (Xk = 1)

P (Xk = 2)

P (Xk = 3)











don
 AUk =















1

3
P (Xk = 1) +

2

3
P (Xk = 2) +

2

3
P (Xk = 3)

1

3
P (Xk = 1) +

1

3
P (Xk = 2) + 0P (Xk = 3)

1

3
P (Xk = 1) + 0P (Xk = 2) +

1

3
P (Xk = 3)















=















P (Xk+1 = 1)

P (Xk+1 = 2)

P (Xk+1 = 3)













d'après la question pré
édente. On a don
 montré AUk = Uk+1d. Montrer qu'en posant U0 =











1

0

0











, alors, pour tout k de N, on a : Uk = AkU0 1,5 pointsPar ré
urren
e, évidemment ! Pour k ∈ N, on dé�nit l'assertion Q(k) : Uk = AkU0Initiation : Q(0) est vraie ⇔ U0 = A0U0 ⇔ U0 = IU0 ⇔ U0 = U0
e qui est vrai, don
 Q(0) est vraieHérédité : soit k ∈ N, supposons que Q(k) est vraie
1er 
as : si k = 0 on ne peut alors pas utiliser la question pré
édente (qui n'est pas valable pour
k = 0) mais il su�t de montrer que U1 = AU0, or U1 =















P (X1 = 1)

P (X1 = 2)

P (X1 = 3)















=













1

3
1

3
1

3













d'après 1. et
AU0 =















1

3

2

3

2

3
1

3

1

3
0

1

3
0

1

3





























1

0

0















=















1

3
1

3
1

3













don
 U1 = AU0 d'où l'hérédité dans 
e 
as.
2ème 
as : si k = 1d'après la question pré
édente (valable pour k ∈ N

∗) Uk+1 = AUk et par hypothèse de ré
urren
e,
Uk = AkU0don
 Uk+1 = AAkU0 = Ak+1U0 
'est-à-dire que Q(k + 1) est vraie, d'où l'hérédité dans 
e 
as (plusgénéral)don
 par théorème de ré
urren
e, ∀k ∈ N, Q(k) est vraie, i.e. Uk = AkU04. a. Véri�er que A = M +

1

3
I, puis établir que, pour tout k de N, on a : Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j3 points
Par dé�nition M +

1

3
I =















0
2

3

2

3
1

3
0 0

1

3
0 0















+















1

3
0 0

0
1

3
0

0 0
1

3















=















1

3

2

3

2

3
1

3

1

3
0

1

3
0

1

3















= Ala deuxième partie de la question 
orrespond à une formule du bin�me de Newton pour les matri
es,12




omme nous ne la 
onnaissons pas, il faut la démontrer (di�
ile), 
e que nous faisons par ré
urren
e.Pour k ∈ N, on dé�nit l'assertion R(k) : Ak =

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jInitiation : R(0) est vraie ⇔ A0 =

0
∑

j=0

(

0

j

)(

1

3

)0−j

M j ⇔ I =

(

0

0

)(

1

3

)0

M0 ⇔ I = I
e qui est vrai, don
 R(0) est vraieHérédité : soit k ∈ N, supposons que R(k) est vraiealors par hypothèse de ré
urren
e, Ak =
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j or Ak+1 = AkA et A = M +
1

3
Idon
 Ak+1 =





k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j





(

M +
1

3
I

)

=
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jM+
1

3

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M jI

=
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j+1 +
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k+1−j

M jor k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j

M j+1 =
k+1
∑

i=1

(

k

i− 1

)(

1

3

)k−(i−1)

M i =
k+1
∑

i=1

(

k

i− 1

)(

1

3

)k+1−i

M ipar 
hangement d'indi
e i = j + 1⇔ j = i− 1 (j = 0⇒ i = 1 et j = k ⇒ i = k + 1)on va ensuite enlever un terme à 
haque somme pour garder une gamme d'indi
e identique (de 1 à k)don
 Ak+1 =

(

1

3

)k

M +

k+1
∑

i=0

(

k

i− 1

)(

1

3

)k+1−i

M i +

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k+1−j

M j

=

k
∑

i=1

(

k

i− 1

)(

1

3

)k+1−i

M i+

(

k

k

)(

1

3

)k+1−(k+1)

Mk+1+

(

k

0

)(

1

3

)k+1−0

M0+

k
∑

j=1

(

k

j

)(

1

3

)k+1−

=

(

k

0

)(

1

3

)k+1−0

M0+
k
∑

j=1

[

(

k

j − 1

)(

1

3

)k+1−j

M j +

(

k

j

)(

1

3

)k+1−j

M j

]

+

(

k

k

)(

1

3

)k+1−(k+1)

M

=

(

k + 1

0

)(

1

3

)k+1−0

M0+
k
∑

j=1

[(

k

j − 1

)

+

(

k

j

)](

1

3

)k+1−j

M j+

(

k + 1

k + 1

)(

1

3

)k+1−(k+1)

Mk+1
ar (k
k

)(

k + 1

k + 1

)

= 1 =

(

k

0

)

=

(

k + 1

0

)

=

(

k + 1

0

)(

1

3

)k+1−0

M0 +

k
∑

j=1

(

k + 1

j

)(

1

3

)k+1−j

M j +

(

k + 1

k + 1

)(

1

3

)k+1−(k+1)

Mk+1
ar ( k

j − 1

)

+

(

k

j

)

=

(

k + 1

j

) d'après la formule du triangle de Pas
alor on peut rajouter dans la somme(k + 1

0

)(

1

3

)k+1−0

M0 (terme d'indi
e j = 0) et(k + 1

k + 1

)(

1

3

)k+1−(k+1)(terme d'indi
e j = k+1), d'où �nalement Ak+1 =

k+1
∑

j=0

(

k + 1

j

)(

1

3

)k+1−j

M j 
'est-à-dire que R(k+1)est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀k ∈ N, R(k) est vraie.b. En déduire les 3 éléments de la première 
olonne de la matri
e Ak, puis véri�er que la loi de Xk estdonnée par :
∀k ∈ N

∗, P (Xk = 1) =
1

2

(

1 +

(

−
1

3

)k
) et P (Xk = 2) = P (Xk = 3) =

1

4

(

1−

(

−
1

3

)k
) 2,5pointsOn avait 
al
ulé la première 
olonne des M j don
 la première 
olonne de Ak est13



k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j 1

4



















2

(

2

3

)j

+ 2

(

−2

3

)j

· · · · · ·
(

2

3

)j

−

(

−2

3

)j

· · · · · ·
(

2

3

)j

−

(

−2

3

)j

· · · · · ·



















soit 1

4

























2

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (2

3

)j

+ 2

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (−2

3

)j

· · · · · ·

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (2

3

)j

−

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (−2

3

)j

· · · · · ·

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (2

3

)j

−

k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (−2

3

)j

· · · · · ·























or d'après la formule du bin�me de Newton :
k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (2

3

)j

=

(

1

3
+

2

3

)k

= 1 et k
∑

j=0

(

k

j

)(

1

3

)k−j (

−
2

3

)j

=

(

−
1

3

)k

don
 la première 
olonne de Ak est don
 1

4



















2 + 2

(

−1

3

)k

1−

(

−1

3

)k

1−

(

−1

3

)k

















et, par dé�nition de U0, la 
olonne Uk = AkU0 est elle-même la première 
olonne de Ak don
 on retrouvedans 
ette 
olonne les trois termes de la loi de Xksoit ∀k ∈ N
∗, P (Xk = 1) =

1

2

(

1 +

(

−
1

3

)k
) et P (Xk = 2) = P (Xk = 3) =

1

4

(

1−

(

−
1

3

)k
)
. Déterminer les limites quand k tend vers +∞ de P (Xk = 1), P (Xk = 2), P (Xk = 3) et interpréter lerésultat. 1,5 pointsComme ∣∣∣

∣

−
1

3

∣

∣

∣

∣

< 1 alors (−1
3

)k

→ 0 (forme qn ave
 |q| < 1) don
 P (Xk = 1) →
1

2
et P (Xk = 2) =

P (Xk = 3)→
1

4don
 au bout d'un grand nombre de tirage, la variable aléatoire se rappro
he d'une variable aléatoiredont la probabilité d'obtenir 1 vaut 1

2
et la probabilité d'obtenir 2 ou 3 vaut 1

45. a. Cal
uler l'espéran
e E(Xk) de Xk pour k ∈ N
∗ 1,5 pointsLes valeurs de Xk sont seulement {1, 2, 3}don
 E (Xk) = 1× P (Xk = 1) + 2× P (Xk = 2) + 3× P (Xk = 3)

=
1

2

(

1 +

(

−
1

3

)k
)

+ (2 + 3) ×
1

4

(

1−

(

−
1

3

)k
)

=
1

2
+

5

4
+

(

1

2
−

5

4

)(

−
1

3

)k

=
7

4
−

3

4

(

−
1

3

)kb. Ave
 Python, é
rire une fon
tion, notée esp, qui renvoie E(Xk) à l'appel de esp(k) 1 pointIl s'agit simplement d'utiliser le résultat de la question pré
édente et d'en faire une fon
tion ave
 Python.
def esp(k):

return 7/4 -3/4*( -1/3) **k
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