ECG 2a Mathématiques DS n°1 - 26 septembre 2026
Corrigé Total sur 75 points - dont rédaction/présentation/clarté : 3 points

Dans tout le sujet, concernant les codes Python, on supposera les importations suivantes faites :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy.random as rd

Exercice 1 - échauffement 2 points
Soit ug = (1,3,2),us = (1, —1,4), et uz = (2,5,3)
Montrer que la famille (uq,ug,us) est libre

Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A\jui + Aoug + Aguz = 0
alors A1(1,3,2) + X2(1,—1,4) + A3(2,5,3) = (0,0,0) donc

M+X+2)\3 = 0 AM+X+2\3 = 0 M+X+2)3 = 0
3\ —X+D5X3 = 0 <= —4Xo— A3 = 0 Lo« Ly—3L; = —4)o— A3 = 0
201 +4X+ 323 = 0 20— X3 = 0 L3+ L3—2I, —3)3 = 0 L3« Lo+ 2Lg

finalement, par substitution, A\; = Ao = A3 = 0 donc (uq,us,us) est une famille libre

Exercice 2 18 points
On pose, pour z =2 0et A € R: fa(z) = Az + In(1l + )

1. Justifier que fy est de classe €' sur R, et calculer f§(z) pour z > 0 1 point

z+— Az et 2 — In(1 + ) (par composition) sont de classe €' (et méme €>°) sur R

!/

donc fy est de classe €' sur Ry et | Vo >0, fi(z) = A+ (la dérivée de In(u) est E)
u

1+

2. Déterminer les variations de fy sur Ry en séparant les cas A <0et A >0 3 points

1" cas: A >0

Vx>0, fa(z) > 0 (car c’est alors une somme de termes positifs) : | f\ est strictement croissante sur R4

2°Me cas : pour A < 0

1
i) >0& -\ > 172 ® -1 < 1+ par stricte décroissance de la fonction inverse sur |0, +oo[ (attention
x
1 1
danscecas)\<0:>—)\>Oetx>0:>r>0) d’oﬂf;\(:ﬂ)>0<:>£6<—<1—|—x>
x

on va donc & nouveau dissocier en deux sous-cas
o 1% sous-cas : A < —1

1 1 1
alors X > —1 (par décroissance de la fonction inverse sur | — oo, 0]) et donc X +1>0et — <X + 1) <0

et donc Vo > 0, fi(z) < 0et| f est strictement décroissante sur Ry | (méme si jamais f3(0) = 0)

R 1
e 2 gous-cas : —1 < A < 0 alors comme vu dans le sous-cas précédent, — (X + 1> >0

donc d’apres I’équivalence présentée en introduction du deuxiéme cas, on peut résumer les variations avec
le tableau :



Dans la suite de I’exercice, on suppose A = 1

3. Montrer que, pour k € N* I’équation fi(x) = k admet une unique solution notée wuy, et justifier qu'il en est

de méme pour I'équation fi(x) = o de solution notée vy, 1 point

D’apres 2. (cas A > 0), fi est strictement croissante et continue sur R, donc, d’aprés le théoréme de

la bijection, elle réalise une bijection de Ry vers f1(R) = [0, +oo[ (par addition de limites pour la limite
en +00)

Comme k > 0,k € [0, 4+00], donc | V'équation fi(z) = k admet donc une unique solution notée wuy,

1
De méme % € [0,400] donc | fi(x) = 1/k admet une unique solution notée vy

4. Comportement de la suite u

a. Déterminer la limite de u; quand k tend vers 400 1,5 points

Option A : par propriété, f; étant bijective de Ry dans R, et strictement croissante sa réciproque f; !
est également bijective de Ry dans R et strictement croissante, dont on déduit lirf i l(x) = +oo
T—>+00

puis comme uj, = fl_l(k:) pour tout k € N*, par composition lim fl_l(k:) = +oosoit| lim wuy = +oo
k—+o00 k——+o00

Option B : on peut essayer d’utiliser ’équation qui définit ug

par définition, Vk € N*, fi(ug) = k i.e. up +In(1 +ux) =k

or (inégalité de convexité), Vo > —1,In(1+z) <=z

d’ont (uy étant positif), In(1 + ug) < ug et donc ug + In(1 + ug) < 2uy ie. k < 2uy
donc par théoréme des gendarmes (version infinie),

lim 2wy = +oo puis par opération lim wu; = lim —(2uy) = +o0
k——o00 k——o00 k—4o00 2

Option C : on montre d’abord que la suite est croissante (a faire), puis par absurde si elle était majorée
elle serait convergente d’aprés le théoréme de la limite monotone et en passant & la limite dans 1’égalité
ug + In(1 4+ ug) = k on obtient une contradiction (« £+ In(¢) = +o0 »), donc la suite n’est pas majorée
et donc elle diverge vers +oo d’apreés le théoréme de la limite monotone.

b. Justifier que In(1 +ux) = o(ux) et en déduire que : v, ~ k 2 points
k—+00 k—+o00
L’idée est que In(1 4+ ) = o(z) puis on « compose » en injectant uy,
T—r+00

1 1
comme nous "avons déja vu (D.L. n°1), pour > 0,In(1 +2) =In [x <1 + —>] =In(z) +1n <1 + —>
x x

In(1 1 In(1+41 1
donc n(l+z) = n(z) + ( ”C) or par croissances comparées, lim n(z) =0
X x xT 1 T—+00 I
de plus lim z = +o0, lim 14 — = 0 d’apreés les limites usuelles
r— 400 Tr——+00 xX
1 In(1
donc par continuité de In, lim In <1 + —> = In(1) = 0 et par opérations, lim In1 +2) =0
z—+00 x T—+00 x
In(1+u
alors puisque lim wuj = 400 par composition lim u =0
k—+o00 k—-+o00 Uk



fe.| m(14wug) = o(l+ug) = o(ug) enfin, puisque Yk € N*, up, + In(1 + ug) = k

k—+o00 k—+o00

on en déduit : k ug + o(ug) soit k e up,ou| up ~ k

k~>_+oo —400 k—+o00

c. Montrer que In(ug) ~ In(k) 2 points

k—+o00

Par définition de ug,Vk € N* up + In(1 + ug) = k et donc In(uy + In(1 + ug)) = In(k)
In(up +In(1 +ug))

et donc pour k > 1,

In(k)
In(1+ug) In(1+uyg)
In(ug +In(1 +ug)) In [uk (1 = >] In(ug) In <1 + >
In(k) B In(k) ~ In(k) In(k)
In(1
or comme montré plus haut lim M = 0 donc par continuité de In
k—+o0 Uk
In(1
lim In <1 + In(l Fue)) _ In(1) + 0 et par ailleurs lim In(k) = 400
k—+00 U k=00
In (1 + 1n(1+uk))
donc par quotient N %Hfoo (k) 0
1
donc par soustraction kEI—ir—loo El((z;{:k)) =1-0=1dou| In(ug) e In(k)
1
d. Vérifier que, pour k € N* uy — k = —In(ug) — In <1 + —> et en déduire que : 2,5 points
Uk
- k-1 1
uk = k —1In(k) + o(In(k))

Soit k € N*, par propriété du logarithme,

—In(ug) — In <1+ u%) =— <ln(uk +In <1+uik>> ——In [uk <1+uik>] = —In(uy + 1)

or par définition de wug, ug + In(1 + ug) = k donc —In(ug + 1) = up — k

1
et donc on trouve bien | —In(uy) — In (1 + —> =u, —k
ug

puis wk — k + In(k) = In(k) — In(ug) — In <1 N i) 1 (ﬁ) o (1 . i)

Uf; U Uk,

1
400, alors par opérations puis continuité de In,In [ 1 + — — In(1)=0

or d’une part up —
k—+o0 Uy ) k—+o0

k k
et puisque k&~ wup,— — 1 d’ou par continuité de In,In <—> — In(1)=0
k—+o0 Up k—+o0 U ) k—+o0

on en déduit par addition et quotient de limites (In(k) L +00) que
—+o00

o (&) ~m(1+2) —0ic. In <ﬁ> I (1 4 i) —  o(ln(k)

k—+o00 In(k) ug U ) k—+oo

d'ot up — k+1In(k) = o(ln(k)) soit | wuy

k——4o00 k—>_+oo

k —1In(k) + o(In(k))

5. Comportement de la suite v

a. Montrer que lim v =0 1 point
k—+00

1 1
Par définition, Vk € N*, f1(vy) = Z et donc en composant par fl_l,vk = f1_1 <E>
or puisque fi est continue, f] ! Pest aussi et en particulier i ! est continue en 0

" Lo L o )
et comme — = alors, v
k  k—too Tk k—+o00 1



or f1(0) =0 donc f;1(0) =0et donc| v, — 0

k——4o00

b. i. Rappeler le développement de Taylor-Young & 'ordre 2 de In(1 4+ z) pour x au voisinage de 0

2
x
D’aprés le cours, | pour z au voisinage de 0,in(1 +x) =z — 5 + o(z?) 0,5point
ii. Mont L 1,5 points
ii. Montrer que : v, ~ — .5 poin
d k k—+4o00 2k p

D’aprés le développement de In(1 + x) au voisinage de 0 et puisque vy — 0
on en déduit que In(1 +vg) = v + o(vk)
k—+o00

1 1
et comme vy + In(1 4+ vx) = — on obtient : 2v; + o(vy) = —
k k—+oo k
t donc (on utili +o(v) & ) 2 ! it !
= ~ ~ —_ 1 ~ -
et donc (on utilise u = v + o(v U~ ) W~ o 80 Ve, ™ on
_ 1 1 1 .
iii. Montrer que : vg k—>:+oo % + Toi2 +0 72 2 points
On reprend la méme démarche, avec le développement limité & 'ordre 2 :
2
1
In(l14+wvx) = wvp— U | o(v}) et & nouveau avec la relation vy, +In(1 + v;) = —
k—+o00 2 k
1 vﬁ 9
on trouve vy — ke A + o(vy,)
Ul% . 1. v 1
et donc v — Sy et d’aprés la question précédente (et facteur 5) ty o
2
1
donc par puissance entiére d’équivalents (carré ici) % ~ T6i2
. . 1 1 1
ce qul revient a écrire | vy k—>:+oo ok + 1652 +o0 2
Probléme 1 38 points
Partie A : résolution d’une équation différentielle
—t
On considére I'équation différentielle : (E): Vt €] — 2,4+, o'(t)+y(t) = — i j_ I
1. Résoudre I’équation différentielle homogéne associée a (E) 0,5 point
D’aprés le cours, ¢ +y=0<| INER, Vte]—2,4+o00f, y(t)= e’
ce que 'on peut aussi écrire Sy = {t — Ae 'pour t €] — 2, +oo[, A € R}
2. On pose, pour t €] — 2, 400[, ¢(t) = g(t)e™ !, on g est une fonction de classe €' sur R,
a. Montrer que ¢ est solution de (E) si, et seulement si : Vt €] — 2, +o00[, ¢'(t) = — DL 1 point
Vt> =2, ¢(t) =g ()™ —g(t)e™" =g ()™ — (1)
—t
donc ¢ est solution de (E) & Vt > —2,¢/(t) + ¢(t) = ¢ (t)e " = — i j_ 5)?
ol Vs -2 ) =——t
I T )




b. Déterminer une fonction g pour que ¢ soit une solution particuliére de (E) 1 point

1 1
En choisissant : t) = —— pour t > —2 |on obtient alors Vt > —2.¢/(t) = ————
9t) =5 P g'(t) CEE
et donc d’aprés la question précédente, ¢ définie plus haut est alors solution de (E)
c. En déduire toutes les solutions de ’équation différentielle (F) 1 point

Par principe de superposition, les solutions de (F) peuvent étre obtenues en additionnant une solution
particuliére aux solutions de ’équation homogeéne, donc on déduit des question précédentes que :

1
y est solution de (E) ssi:| INe€R, Vie]—2,+00], y(t) = <)\ + t—l-—2> e’

d. Montrer que toutes les solutions de (E) ont méme limite en 400 1 point

1
D’aprés les limites usuelles, lim —— =0et lim e ' =0
t—+oo t + 2 t——+00
. . 1
donc par opérations, tilgloo = ()\ + t—i-—2> =A+0)x0=0

i.e. | toutes les solutions ont pour limite 0 en +o00

Partie B : étude de fonctions

e—x
@) cR -
n pose, pour x +, f(2) 212
3. Justifier que f est de classe €2 sur R,. Calculer f'(z) et f”(z) pour z € Ry 2 point

f est quotient de deux fonctions usuelles de classe €, le dénominateur ne s’annulant pas sur R4, donc f est
de classe €2 sur R,.

On peut remarquer que f est une solution de 1’équation différentielle de la partie A, en particulier f'(z) =
—X —X

—f(x) — CETE et donc en notant h(x) = %2)2 on trouve,
(x)=—fl(z) = HW(z) = —(—f(x) — h(x)) — 1 (z) = f(x) + h(z) — /() ce qui simplifie un peu les calculs
Pour & > Oh’()—_ e (x+2)?—e T x2x (x+2) et e’
(x4 2)4 T (242)? (x+42)3
oy oer e ” ooy €F 2e" 2e"
finalement | f'(z) = Tr2 @r2? et| f'(z)= 212 + @12 + EEDE

4. Justifier que f est convexe. 0,5 point

z = 0, f"(m) > 0 (et méme > 0) car f est composée de produits, quotients et somme de termes positifs

donc| f est convexe

3
5. Déterminer les variations de f', et en déduire : Vo € Ry, |f'(z)| < 1 1,5 points

Puisque Vo € Ry, f”(z) > 0 f" est donc croissante (et méme strictement)
3 0 0
/ _ 9 . / _ .
deplus £(0) = =7 et lm f(2) =575~ 522
On_a donc le tableau suivant :

= 0 par opérations (pas de forme indéterminée ici).

x 0 +00
f'(x) +
0
fols
1




3 3
de fait Vo € Ry, —2 < f'(z) <0 donc 2 > —f(x) > 0 et on en déduit bien | Vz € Ry, |f'(x)| <

=~ w

Remarque : & la place de la limite en 400 on peut remarquer que f est négative (addition de termes négatifs).

. Déterminer les variations de f 0,25 point

D’aprés la question précédente, Vo € Ry, f/(r) < 0 donc| f est donc strictement décroissante sur R

. Etudier les variations de la fonction x — f(x) — . En déduire que I'équation f(z) = z admet une et une
seule solution, notée o et que 0 < a < 1 2,75 points

Pour x > 0, on pose g(x) = f(z) — z alors Vz > 0,¢'(z) = f'(z) — 1
or d’aprés 5. Vo > 0, f'(z) < 0 donc f'(x) —1<0
Nota bene : si on n’avait pas ce résulat intermédiaire, on pouvait raisonner avec le résultat donné a la question

5, 1@ <5 =2 <@ <5 = ) ~1<0

donc g est strictement décroissante et continue par addition (et car f est),

1 0
de plus ¢g(0) = f(0) =0 = = et lim f(x) = —— = 0 par opérations (comme plus haut, pas de forme
2 z—+00 042
indéterminée ici) donc lim f(z) —z = —o0
T—+400

1
donc, d’apres le théoréme de la bijection, g réalise une bijection de Ry sur ]xgrfoo g(x),g(0)] = } —00, = [

1
comme 0 € ] —00, 5 [, I'équation g(z) = 0 < f(z) = z admet une unique solution sur R, notéé «

e—1 1 . .
enfin g(1) = f(1)— 1= i 1= 3 1 < 0 car 3e > 1 et comme g(0) > 0 et que g est toujours continue,
e

d’parés le théoreme des valeurs intermeédiaires ¢ s’annule sur [0; 1] et méme |0; 1] car g(0) # 0 et g(1) # 0

or « est 'unique solution de g(z) =0 sur Ry donc| 0 << 1

def f(x): def f(x):
. Recopier et compléter le programme Py- return ... return np.exp(-x)/(x+2)
thon suivant permettant de calculer une as... a=0
valeur approchée de a & 1072 prés par la b= b=t
. . . while ... : while b-a>10**(-2)
méthode de dichotomie : 1,5 points n=. .. n=(a+b) /2
Du grand classique, on veille & adpater a la Mo ifai;m) >mi # g(m)>0
situation (ici g décroissante). On peut éga- else: else :
lement bien siir faire le programme avec g. - b=m
return ... return (a+b)/2

Partie C : étude d’une somme
n
On pose, pour n € N* : §,, = — Zf’(k‘)
k=1
9. Montrer que (Sy)nen+ est croissante.

n+1

Vn e N* Sy = — Zf'(k) =— Zf’(k) — f(n+1) =S, — f'(n+ 1) par relation de Chasles
k=1 k=1

donc Sy11 — S, = —f'(n+1) >0 (d’apres 5.) donc

10. Soit k € N*, fixé.

(Sn)nen= est (strictement) croissante.

1 point



a. Montrer que : Vo >0, f(x) > (z—k)f' (k) + f(k) 1 point

y= (z—k)f'(k)+ f(k) est I’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse
k et comme f est convexe sur R, sa courbe est au-dessus de chacune de ses tangentes :

donc en particulier | Vo € Ry, f(z) = (z — k) f' (k) + f(k)

Remarque : il est aussi possible d’étudier les variations de z — f(z) — (x — k)f'(k) pour k fixé (on
trouvera un minimum en k valant f(k)).

b. En déduire que : —f'(k) < f(k—1) — f(k) 0,5 point
Pour k € N*, en prenant x = k — 1 (on a bien > 0 car k£ > 1) dans la relation précédente,

on trouve f(k—1) > (k—1—k)f (k) + f(k) soit | —f'(k) < f(k—1) — f(k)

c. En déduire que : Vn € N*, S, < f(0) 1,5 points
n

11 suffit d’additionner les inégalités pour k entre 1 et n : Z —f(k) < [f(k—=1)— f(k)]
k=1 k=1

alors d’une part on trouve Z —f'(k) = — Z (k) =S,
k=1 k=1

et d’autre part, par télescopage, Zn: [f(k—=1)— f(k)] = f(0) = f(n)
k=1

d’on finalement S, < f(0) — f(n) et a fortiori | S, < f(0) |car f(n) >0

d. Déduire des questions précédentes que (S, )nen+ converge. 0,5 point

(Sn)nen+ est une suite croissante (d’apres 9.) et majorée d’aprés la question précédente donc, d’apres

le théoreme de la limite monotone | (.Sy,)pen+ converge.

Partie D : étude d’une suite récurrente

On pose ug = 0 et, pour n € N : w1 = f(uy)

3 n
11. Montrer que, pour tout n € N, |u,, —a| < <Z> , ot o est le réel défini dans la question A-7 2,5 points

On remarque d’abord que f(R;) C Ry, ce qui permet de définir u et de justifier que Vn € Ny u,, > 0

C’est une question classique d’utilisation de I'inégalité des accroissement finis, que 1’on intégre ici dans la
n

récurrence. Pour n € N, on définit la propriété P(n): |u, — a| < (Z)

3\ 0
Initialisation : P(0) est vraie < |ug — a| < <Z> & |al <1< a <1 cequiest vrai, donc P(0) est vraie

(on a utilisé ug =0et 0 < a < 1)

3 n
hérédité : soit n € N on suppose que P(n) est vraie, alors par hypothése |u,, — a| < <Z>
3
or u, € Ry (cf. remarque préalable), « € Ry, et Vo € Ry, |f'(z)] < 1

3
donc d’apres l'inégalité des accroissements finis |f(u,) — f(a)] < Z|un —qf

e~ w

3
soit, puisque par leurs définitions f(u,) = up41 et f(a) = @, |upy1 —al < Z!un —al <

-0

3 n
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie i.e.| Vn € N, |u, — o] < <Z>

c’est-a-adire que P(n + 1) est vraie, d’ou 'hérédité




12. Soit p € N*. En utilisant la question précédente, déterminer une valeur n, a partir de laquelle |u, —a| < 1077

pres.
Ecrire alors une fonction Python d’en-téte def ValeurApprochee(p): renvoyant une valeur approchée de «
a 1077 pres. 1 point

n

deés que 1 < 1077 alors uy, est une valeur approchée de « & 1077 pres

pIn(10)

soit dés que : nln <§> < —pIn(10) & n > In(4) — In(3)

3
(attention au signe! In (Z) <0)

In(10
donc on peut choisir | n, = L pIn(10)
n

O 1n<3>J o

Pour la fonction Python, on utilise le résultat précédent, il suffit simplement de calculer les termes de la suite
de maniére itérative jusqu’au rang trouvé :

def ValeurApprochee (p):

u=0
np=np.floor (p*np.log(10)/(np.log(4) -np.log(3)))+1
for _ in range(np):

u=np.exp(-u)/(u+2)
return u

13. On pose, pour n € N, v, = uoy et wy, = Ugpt1

a. Justifier que ug > ug puis montrer que (v, )nen €st croissante. 2 points

Comme évoqué plus haut, us > 0, or ug = 0 donc us > ug

11 s’agit ensuite de reprendre I'idée de la preuve de la monotonie d’une suite récurrente dans le cas d’une
fonction croissante, mais en appliquant deux fois la fonction f qui est décroissante.

Pour n € N, on définit donc Q(n) : vy41 = vy

Initialisation : v; = ug et vy = ug, donc on trouve bien vy > vy i.e. Q(1) est vraie

Hérédité : soit n € N on suppose P(n) vraie, donc par hypothése vy, 11 = v, S0it ugn 2 = Uz,

en composant deux fois par f, qui est décroissante, on trouve f(ugnt2) < f(ug,) soit ugpts < uzpt1
puis f(ugnt3) = f(ugni1) s0it ugpia < Ugpto autrement dit vy,49 = vp41, done Q(n + 1) est vraie d’ou
I’hérédité.

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, Q(n) est vraie, i.e.| (v,)nen est croissante

b. Montrer que (wy,)nen décroissante. 1 point

D’aprés la question précédente, pour tout n € N, ug, < ug,42 donc, en composant par f qui est

décroissante : ugn+1 > Upy3 ce qui donne w, > wy41 ;| la suite w est bien décroissante.

c. Montrer que : Vn € N, v, < a < w, 2 points

A nouveau par récurrence en commencant par un coté de 'inégalité, pour n € N, on définit R(n) : v, < «
Initialisation : vg = up = 0 < a donc R(0) est vraie

Heéréditeé : soit n € N, on suppose R(n) vraie

alors par hypothése v, < a donc en composant par f (toujours décroissante), f(v,) = f(«)

autrement dit f(ug,) = f(a) soit ugp41 = a car f(a) = «

Nota bene : on peut aussi écrire cette inégalité w, > a car w, = ugn+1(= f(vn))

puis en composant & nouveau par f (décroissante) : f(u2n+1) < f(@) soit ugy42 < a ou encore v, 11 < «
donc R(n + 1) est vraie, d’ou ’héredité

donc par théoréme de récurrence, Vn € Ny R(n) est vraie, i.e.| Vn €N, v, <«

enfin, dans I’hérédité, on a montré au passage que v, < @ = a < w, dot| Vn e N, a << w,




d. Une derniére facon d’approcher a.
La question précédente indique que « est toujours compris entre deux termes consécutifs de la suite u

def ValeurApprochee2(p): def ValeurApprochee2 (p):
Compléter le script Python suivant ~ ul=0 ui=0

permettant de renvoyer une valeur ~ %2%: - u2=np. exp (~ul)/(ul+2)
) N Tp o while ... while abs(u2-ul) >10**x(-p):
approchée de « a 107" pres : 1,5 ul=u2 ul=u2
points u2=... u2=np.exp(-ul)/(ul+2)
return ... return (ul+u2)/2

L’idée est simplement de calculer des termes de la suite, tant que ’écart entre v,, et w,, est trop important.

Probléme 2 23 points

Partie 1 : puissances d’une matrice

2 -2 0 1 1 1 02 2 1 00
1.OnposeP=1|1 1 1|, @=|-11 1|, Mzé 1 00 et I=10 1 0
1 1 -1 0 2 —2 1 00 00 1
a. Calculer PQ puis en déduire P! 1 point
2 -2 0 11 1 242 2-2 22 400
PQ=11 1 1 -1 1 1 [|=]1-1 14142 14+1-2|=1]0 4 0| =41
1 1 -1 0 2 -2 1—1 141-2 14+1+2 00 4

1 1
donc PZQ = I donc P est inversible et P71 = ZQ

b. Déterminer la matrice D on D = P"*MP 1,5 points
D’apres la question précédente :
1 1 1 0 2 2 1+1 2 2 2 2 2 1 1
=200 1|t of=5 141 2 2| =22 —2 2| =1|1 -
4 3 12 12 6
0 2 -2 1 00 2—-2 0 0 0 0 O 0 0
donc par définition
11 1 2 =2 0 24141 24141 1-1 4 0 O
D=1 1 -1 -1 1 1 1 :1 2—-1-1 -2—-1—-1 —-1+1 :1 0 -4 0 =
6 6 6
0 0 O 11 -1 0 0 0 0 0 O
2
3 O2 0
0 ——= 0
3
0 0 0
c. Montrer que M = PDP~! 1 point

On déduit de la question précédente que PD = PP™'MP = IMP = MP
et donc PDP™' = MPP ' = MI=M

d. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel j, on a M7 = PDIP~! 1,5 points
Pour j € N, on définit I'assertion P(j): M7 = PD/P~!

Initialisation : P(0) est vraie <& M? = PD'P~ '« 1= PIP ' = PP 1 =1
donc P(0) est vraie



Hérédité : soit j € N, supposons P(j) vraie

donc par hypothese M7 = PD/ P!

donc Mt = M7 x M = PD’P~'PDP™! = PDIDP™' = PDIDP~! = PD’™'P~! donc P(j + 1)
est vraie

donc par théoreme de récurrence, Vj € N, P(j) est vraie, i.e. M7 = PDIP~!

. Ecrire, pour tout entier naturel j non nul, la premiére colonne de la matrice M7. Vérifier que ce résultat
reste valable si j =0 2 points

On aura la premiére colonne de M7 en faisant le produit par la droite par les premiéres colonnes :
tout d’abord par propriété sur les puissances diagonales,

2\’ 2\/
(g) 0 0 2 -2 0 (g) 0 0 1

. , . 1 j
J— 2\’ i— ppip-1_Z 2
D’ = 0 4 0 donc M7 = PD’P~ " = 1 1 1 1 0 & 0 -1
3 3
1 1 -1 0
0 0 0 0 0 0

et pour j = 0 la premiére colonne est | 0 ... ... | ce qui est bien celle de MY =T

0

Partie 2 : étude d’une suite de variables aléatoires

Une urne contient trois boules numérotées de 1 & 3. Un tirage consiste a extraire au hasard une boule de l'urne

puis a la remettre dans 'urne pour le tirage suivant.
On définit une suite de variables aléatoires (X )ren+ de la maniére suivante :

e Pour tout entier naturel k non nul, X}, est définie apres le k*™ tirage.

e On procede au 1 tirage et X prend la valeur du numéro de la boule obtenue a ce tirage.

o Aprés le k%™ tirage (k € N¥)

Soit X}, a pris la valeur 1, dans ce cas on procéde au (k + 1)éme tirage et X1 prend la valeur du numéro obtenu

a ce (k+1)*™° tirage.

Soit X}, a pris la valeur j, différente de 1, dans ce cas on procéde également au (k + 1)éme tirage et Xy41 prend

la valeur j si la boule tirée porte le numéro j et la valeur 1 sinon.

1. Reconnaitre la loi de X3

0,5 point

X prend la valeur du numéro de la boule obtenue lors du premier tirage, i.e. 1,2 ou 3
Les numéros sont équiprobables donc X — % ({1,2,3}) (loi uniforme sur [1, 3])

2. Simulation informatique de ’expérience aléatoire décrite dans cette partie.
Compléter le programme suivant pour qu’il simule I'expérience aléatoire
décrite dans cette partie, en créant une fonction qui prend en entrée un
entier k£ et qui renvoie la valeur de la variable Xj 1,5 points

rd.randint (1,4) simule le tirage d’une boule parmi les 3 (le 4 est exclu)
X contient les valeurs successives des variables X7, Xo -+ X}

Si X = 1 alors Xj;1 vaut le résultat du tirage, ce qui est traduit par
X=tirage

Si X = Jj et que le numéro tiré est autre que j alors X;1; = 1 alors que
X, reste inchangé sinon (donc on ne change pas X)
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import numpy.random as rd
def SimulX(k):
X=rd.randint (1,4)
for i in range(2,k+1):
tirage=rd.randint
(1,4)
if X==
X=tirage
else
if tirage != X :
X=1
return X



3. On note Uy, la matrice & 3 lignes et une colonne dont I’élément de la i*™® ligne est P(X} = i)
a. Déterminer les probabilités Px, —j)(Xk41 = ), pour tout couple (4,5) de {1,2,3} x {1,2,3} 1,5 points
Si Xk = 1 alors XkJrl — U ({1, 2, 3}) donc P(szl)(XkJrl = 1) = P(szl)(XkJrl = 3) = P(szl)(XkJrl =
1

3) =3

si Xj, = 2 alors Px, —9) (X1 =2) = é (c’est la probabilité de tirer 2)
et Pix,—2)(Xpp1=1) = z (car dans les deux autres cas, i.e. « tirer 1 ou 3 » alors X1 vaut 1) et enfin
Pix=2)(Xp+1=3) =0
de maniére analogue, si Xy = 3 alors Px,—3)(Xpy1 = 3) = % (c’est la probabilité de tirer 3)
et Pxy=3) (X1 = 1) = ; et Px,=3) (X1 =2) =0
b. On admet que {(X; = 1), (Xx = 2), (Xx = 3)} est un systéme complet d’événements.
Montrer, grace a la formule des probabilités totales, que
(X1 =1) = 3 P(Xk = 1) + S P(Xi =2) + s P(X, = 3)
Trouver des relations analogues pour P(Xj11 = 2) et P(Xg41 = 3) 2 points

Comme {(X; =1),(Xr =2), (X, =3)} est un systéme complet d’événements, d’aprés la formule des
probabilités totales :
P(Xp41 = 1) = Px,=1) (X1 = DP(Xi = 1) + Px,=2)(Xpt1 = D)P(Xp = 2) + Px,=3)(Xp11 =

)P(Xy = 3) = éP(Xk — 1)+ 2P(Xp = 2) + 2P(Xs = 3)

3 3
car d’aprés la question précédente, Py, —1)(Xpy1 = 1) = 3 et Pix,—2)(Xpy1 = 1) = Prx,=3)(Xpy1 =
1) = 2
e

de maniére analogue on trouve
P(XkJrl = 2) = P(szl)(XkJrl = Q)P(Xk = 1) + P(XkZQ)(XkJrl = Q)P(Xk = 2) + P(Xk::)))(XkJrl =

1 1

2)P(X, =3) = gP(Xk =1)+ gP(Xk =2)+0et

P(Xp41 = 3) = P=) (X1 = 3)P(Xp = 1) + Px=2) (X1 = 3)P(Xp = 2) + Py =3)(Xp1 =
1 1

8)P(X, = 3) = 5 P(Xk = 1) + 0+ 5 P(X) = 3)
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c. Déterminer la matrice A de .#3(R), telle que, pour tout entier naturel k£ non nul, on a Uy = AUy, 1
point

1 2 2 1 2 2
3 3 3 3 3 3 P(Xp=1)
1 1 1 1
Enposant A== = (O |alorsAUp,=]= = 0 =
p 3 3 k 3 3 P(Xk 2)
151 Ly 1\ PXe=3)
L 3 3 32 3
gP(Xk:1)+§P(Xk:2)+§P(Xk:3) P(Xpi1=1)
1 1
donc AU, = §P (Xp=1)+ §P (Xp=2)+0P (X =3) [ = | P(Xpr1=2)
1 1
gP(Xk:1)+0P(Xk:2)+§P(Xk:3) P (Xky1 =3)
d’apres la question précédente. On a donc montré AU, = Up4q
1
d. Montrer qu’en posant Uy = | 0 |, alors, pour tout k de N, on a : U, = A*U, 1,5 points
0

Par récurrence, évidemment ! Pour k € N, on définit I'assertion Q(k) : U = A*Uj

Initiation : Q(0) est vraie & Uy = AUy < Uy = IUy < Uy = Uy
ce qui est vrai, donc Q(0) est vraie

Héreédité : soit k € N, supposons que Q(k) est vraie

1" cas : si k = 0 on ne peut alors pas utiliser la question précédente (qui n’est pas valable pour

1
P(X;=1 Z
( ) ;
k = 0) mais il suffit de montrer que Uy = AUy, or Uy = P(X1=2)| = 3 d’apres 1. et
1
P (X, =3) 3
1 2 2 1 1
3 3 3 3
1 1 1
°~ 13 3 0 3
1 0 1 0 1
3 3 3

donc Uy = AUy d’ou 'hérédité dans ce cas.

20me cas isik =1

d’aprés la question précédente (valable pour k € N*) Up.1 = AUy et par hypothése de récurrence,
U = A*U,

donc Uy, = AARUy = AMU, cest-a-dire que Q(k 4 1) est vraie, d’ou I'hérédité dans ce cas (plus
général)

donc par théoréme de récurrence, Vk € N, Q(k) est vraie, i.e. Uy = AR,

k k—j
1 k 1 J o
a. Vérifier que A = M + §I, puis établir que, pour tout &k de N, on a : A = E < > (—) M7 8 points

AV

2 2 1 1 2 2
03 3 3 00 33 3

1

PardéﬁnitionM—l——Izloo—kolo :110 — A

3 3 3 3 3
Vo) Lo t) (g
3 3 3 3

la deuxiéme partie de la question correspond & une formule du binéme de Newton pour les matrices,
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comme nous ne la connaissons pas, il faut la démontrer (difficile), ce que nous faisons par récurrence.

k k—
B\ 1\ .
Pour k € N, on définit D'assertion R(k) : A = Z <j> <§> M
j=0
O 70N 1\ 0\ /1\°
Initiation : R(0) est vraie < A° = Z (j) <§> M 1= <O> <§> M e T=1

J=0
ce qui est vrai, donc R(0) est vraie

Héreédité : soit k € N, supposons que R(k) est vraie

k k—j
k 1 7o 1
alors par hypothése de récurrence, A* = g < > <§> M or APl = AFA et A= M+ §I
~ J
j=0

k k=5 k k—j k k—j
w0 (L)) (1) -5 C) ) e £ )
=\ 3 3 par AV 3 3 =\ 3

k k—j k ft1—j
=2(5) () () )
o I/ A3 o I/ A3
k k—j k+1 k—(i—1) k+1 k1
B\ /1\F9 k 1 A k 1 .
- I+l — z i - g
Z() (5) ™ Z(—J G) Z(—J 5)

par changement d’indicei=j+ 1< j=i—1(j=0=i=1letj=k=i=k+1)
on va ensuite enlever un terme & chaque somme pour garder une gamme d’indice identique (de 1 a k)

e = () S () e () ()

B ) e () 06
) ()6 w0 w06
) QI e )
= ()6 - ()7

k+1-0 k k+1—j k+1—(k+1)
+ 0 k+1\ /1 ; k+1\ /1 1
M = M = M**
()G) e ()6 e ()G
k E+1
car < 1) < > < + > d’apres la formule du triangle de Pascal
] —_—
or on peut rajouter dans la somme < j)_ ) <§> M? (terme d’indice j = 0) et <l<: 1 1> <§>

ok 1y 1\

(terme d’indice j = k4 1), d’on finalement A**! = E < ‘ ) <§> M’ c’est-a-dire que R(k+1)
» J
Jj=0

est vraie, d’ot I’hérédité
donc par théoréeme de récurrence, Vk € N, R(k) est vraie.

. En déduire les 3 éléments de la premieére colonne de la matrice A¥, puis vérifier que la loi de Xj, est
donnée par :

k k
Vk € N, P(Xk:1)2%<1+<—%>> et P(XkZQ)ZP(Xk:?)):i(l—(_%)) 2,5

points

On avait calculé la premiére colonne des M7 donc la premiére colonne de A* est
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006 200G
i 2066 506G
GO MOSHIONC]
20 <é>’”<3>J<;+§>%et;:<';2 <;>>;”<z>J<;>’“

1
donc la premiére colonne de A est donc 1 1— <

et, par définition de Up, la colonne Uy, = A¥Uj est elle-méme la premiére colonne de A* donc on retrouve
dans cette colonne les trois termes de la loi de X,

k k
soit Vk e N*, P(Xp=1) = % <1+ (—%) ) et P(Xp=2)=PXp=3)= % <1_ <_%> )

. Déterminer les limites quand k& tend vers +oo de P(Xy = 1), P(Xy = 2), P(X) = 3) et interpréter le

résultat. 1,5 points
1 —1\* . 1
Comme —3| < 1 alors =) 7 0 (forme ¢" avec |q| < 1) donc P(X; =1) — 5 et P(Xy =2) =
1

donc au bout d’un grand nombre de tirage, la variable aléatoire se rapproche d’une variable aléatoire

1 1
dont la probabilité d’obtenir 1 vaut 3 et la probabilité d’obtenir 2 ou 3 vaut 1

. Calculer l'espérance E(X}) de Xy pour k € N* 1,5 points

Les valeurs de X}, sont seulement {1,2,3}
dOIlCE(Xk):lXP(Xk:1)+2XP(Xk:2)+3XP(Xk:3)

() ) e (- ()) 5 G D () -
(3)

. Avec Python, écrire une fonction, notée esp, qui renvoie E(X}) a Uappel de esp (k) 1 point
11 s’agit simplement d’utiliser le résultat de la question précédente et d’en faire une fonction avec Python.

def esp(k):
return 7/4-3/4%(-1/3) *x*k
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