ECG 2a - mathématiques Octobre 2026

Chapitre 4 - couples et suites de variables aléatoires discretes

Objectifs d’apprentissage - A la fin de ce chapitre, je sais :

e définir une fonction de répartition et savoir l'interpréter U
définir et démontrer I'indépendance de plusieurs variables aléatoires O
e étudier un couple de variables aléatoires : loi de couple, lois marginales et conditionnelles [
e étudier une somme, un produit, un minimum ou un maximum de deux variables aléatoires []
e utiliser les propriétés de 'espérance et de la variance de plusieurs variables aléatoires, en par-

ticulier les cas d’indépendance et de suites de variables aléatoires O
e définir la covariance, le coefficient de corrélation de deux variables aléatoires et utiliser leurs
propriétés O

Un complément sur les variables aléatoires : la fonction de répartition

Définitions et propriétés Exemples

Remarque : Fx indique < ou sont réparties > les
Définition : la fonction de répartition F' d'une | valeurs de X < et avec quelles probabilités .

variable aléatoire X est la fonction : Exemple : si X — Z(1,p)
x +— P(X < z), définie sur R
on la note également Fly Fx(z) =

Propriété : la donnée de la fonction de répartition | Elle ne donne pas immédiatement 1’ensemble
caractérise la loi de la variable. X(Q) mais si X(2) =N, VkeN,
Fx(k)— Fx(k—1)=

Remarque : la fonction de répartition n’est pas continue dans le cas des variables discretes, mais elle
a de nombreuses propriétés :

e F'y est croissante sur R car
o ['x(t) —— 0 car

T——00

o ['x(r) —— 1 car
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Etude de plusieurs variables aléatoires

Formule des probabilitées totales appliquées a des variables aléatoires

Il ne s’agit pas d'une nouvelle propriété mais d'un cas classique d’application de la formule des
probabilités totales, lors de ’étude de deux variables aléatoires dépendantes.

Si X et Y sont deux variables a valeurs dans N, alors {[X = j]; 7 € X(Q)} forme un systéme complet
d’événements, donc :

vieY(@, P(Y=ij= Y P(Y=inX=j)= 3 Pay(t =)P(X =)
JEX(Q) JEX(Q)

Nota bene : la derniere égalité est valable si Vj € X (), P(X =7) >0



1 Indépendance de variables aléatoires

Définition : deux variables aléatoires discretes
X,Y sont dites indépendantes si les événements
[X = z] et [Y = y]| le sont, pour tous x,y

ie. siV(z,y) € X(Q) x Y(Q)

P(IX =2l N[Y = y)) = P(X = 2)P(¥ =)

Exemple :

si X et Y désignent les résultats de
deux dés,

Propriété : plus généralement, deux variables
aléatoires réelles discretes X et Y sont
indépendantes si, et seulement si, pour tous in-
tervalles I, J de N,
P([XellnYelJ)=P(Xel)P(Y €J)

en particulier, pour tous réels x et y :

P(X <alN[Y <g)) = P(X <2)P(Y <y)

Avec I'exemple précédent,

Définition (pour n variables) : Xi,... X, sont
dites mutuellement indépendantes si, pour
tout (x1,...2,) € X1() x ... x X, () :

P([Xlzfﬁ] N [Xo=m5] N ---[anxn]):

[[P(Xk =)

Les propriétés précédentes (dans le cas de deux
variables) s’appliquent également

Exemple : si Xq,..., X, sont les résultats de n

tirages avec remise,

Propriété : l'indépendance mutuelle implique
I'indépendance deux a deux

A la réciproque est fausse (cf. ezercice 11) :
trois variables X, Y, Z peuvent étre deux-a-deux
indépendantes sans qu’elles soient mutuellement
indépendantes.




