
 Intégration sur un segment

1 Integrale d'une fonction contruire et positive sur un segment

Définition Soit f Cab R une fonctioncontinue etpositive

sur un segmentCab On appelle intégrale de feutre a etb l'airecomprise

entre l'axe desabrisses lacoulede f et lesdroitesd'équation va et a b

On la note ff7 dt lavariable testmuette onpeutmettre un etc

Exe

ennuyer Soit fait II y
lll

Onpeutcoller geautaquent Ifla de 2 2 1

Théorème Soit f CaD R La fonction F ne SIflirt at
admet pour deviner f

Ca D R

Remarque On appelle cethéorème théorème fondamental del'analyse

en tant qu'il établitun lien entre lamotiondedénuéeet d'aine



Vérifionsle sur un angle simple Prenons flt 2 t et a o

Ça

Fat Êflhat ez si

a aw yay yay

Il s'agitmaintenant derepondre aux questionsuivante

Peut ontoujours trouver unefonctionFitelleque FE f unedériveràl'envers

S'il enexiste qu'ont elles en commun

Lamentlesutiliserpourcaller des intégrales

2 Primitives

Définition Soit f I R et F I Ran Est unintervalle

Ondit que F est une primitive de f sur si Fetctuivalle sur et

F f
exemple La fonction flat être sur R admet

Fr Int est 1 et Fafa I é 1 1 couvrepunitivessurR

Remarque Pour chaher une pinitive de flatgln archahe unepunitive

Far f et t deg carparlinéaritéde ladérivée F testunepintede



fig Onne peutbiensûrpasprocéderde
mêmepourunepintede f41glu

En général il estdifficile detrouver despunitives

Proposition Soit f I Roù Istmintenalle Soient Fretz

deux primitives de fou I alors ilexiste uneconstante CER telle que

Ke EI Fn a Fafa C

Preuve Fr Fr apourdériver f f sur l'interalle I done Fr Fr estconstante

sur I c à dqu'ileniste CER tel Fa ER FI Int Fa lnk C

Les primitivesd'une fonction sont danstouteségales àuneconstante prè

Proposition Soit f continuesur un intervalle I
Il existe une primitive F de f sur I

Remarque Festdoncautomatiquementdeclasse C sur I

le resultatmedonneaucune information sur l'agressionde F

Pour adulerdespinitices il fautconnaîtrelesfautesde dérivation et

garde entête que si F estun pantinde f x Fen etmade of aider

si Fettsontdespaillesde fetg Ft Gensturudefig



Les primitives des fonctionsusuelles

fonction flu primitive Fuf interalledidifuition
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K pré 1
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Lesprimitives de fonctions composées

uestaurfonction primitive interalledidifuition
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3 Integrale d'une fonction contruire sur un segment

Définition Soit f Ca D R une fonctioncontinue surCab a cb

Ondéfinit étantdonnéeFune punitive de fsur I l'intégrale de f sur la D

fftl at F b Fla

Remarque Comme les primitives nidifférentqued'uneconstante lechoixde F

me chargepasla valeur de If Mdr
exemple Èredu 113 É é au Ce 1 56

Ie da 241m13 242 241 242

Remarque Ondonne in unenouvelledéfinitionde l'intégrale pour les fonctions
non neossairementpositives Il y a toujours un lien avec l'aire
il fautcompterpositivementl'anilu'aifestao etnégativement là on f est co

emple soit fait ses Onsaitque fastimpaire donc

s selontoute massembara fil du 0

114 Uncaluldepaintivedamebien

Insu III _t 0

D'apreslethéoriefondamental del'analyse cettedéfinitionde l'intégraleestcompatible

avec celledonné dansla partie 1 pourles fonctionspositives



Propriétés Soit f et g continues sur Cab avec acb desréels

IfltltgltldtIfltldttfgltldt.amtout nota Jager de a Iggy
de

l'intégrale

Pour tout cela b If Hat Ifltidt fltlat RelationdeChasles

Si festpositive sur la b alors f1Hdt 20 J Positivitédel'intégrale

Si FEECab fltlaglt alors Ifltldtafgltldt
Croissance de l'intégrale

I I fftl at It I If It lat 3 Inégalitétriangulaire

Preuve onva canidérer Fett desprimitivesdefetg ellesenistentceufetgsentcontinues surlaD

fltltgltldt CFIHI.HN F b CIBI Fla Gla

FBI Flcl t Glbt Ha Ifltldttfgltldt
xfltlat CXFIHJEXFIH xflal xIFBI FCalt

xffltldt.HNdtt fltlate F11 Flat Flb Fce Fibt Flat If Hat
Si f20 alors Ifitlatetuuraie doncpositive Onpeutami remarquer que
si f20 alors Fetuoissante carFI ft dou Ifla de Flh Fla 720 un bz a

Si tte lab3 flhaglt fltiglt 20 dau parpositivitéde l'intégrale

Iflti glttatao puisparleirante

I getlot_Égalait 20
Ona toujours tte Cab Ifla E ff4 EIICHI dangoumoussemerdel'intégrale

I 1f14late Ifarlate Il fallait



dou I If that l e Il fltilat
Proposition Soit fun fonction positive et continue sur Cab

si Èfltlat o alorspourtant te Ca 5s f t O

Preuve Soit Fini Ifltrat Onsaitque FI f Cthéanifondamental
Ona toujours FCako et onasupposéque Flb O

Comer f20 Fosthoissante sur la b dare Festmillesur la b done

of etaussi nulle car f F

Proposition Soit f continuesur lab Lafonction F ans If Holt
est l'uniqueprimitive de f vérifiant Fca O

Quelques remarques

Si acb on peut ruine fltlat on dit queff1Hdt If IHdt
par aneuple Iferlate IflMat
Onpeutaussi énine If t at cetteintégraleest nulle



4 Chniques de calculs d'intégrales

Théorème Intégrationsparpeuties

Etant dames deux fonctions fetgde classe C sur Ca b

j'ltigetlatt Effrigltha Ifltloft at

Méthode pratique e

aneuple 1 Callas IEEE at
dipose LILI j'It t figsoutL'ancre

get lut gilt f
parintégrationpargenties

Étentat CEUI JE 1 cet

Elne Elut It at E II
F

eneuple2 Callas It état

fill et j'IA et figsentL'ancreon pose I get gilt 1

Puis arcatule



Chéoune changement devariable

Soientf I R continue 4 J I declasseC a et b ES On a
l'b

f14111741117 at f flu du

Preuve Rappelas que Cfof A f141117.41 t dérivéd'unecomposée ainsi

If 41111911Hate f 91113 f141411 f19101414

flûté fa fluide

Méthode pratique Calulous FÉE at

Posons le changement U et
novels

deuxvotesetonagente
du etat

le changementest c de Cops dans Ce D C1e3 et du etat

Ainsi Éüçüüjitatüüna
Le changementestterminé Oncalulera III plu en envie avermeautumeltadienai

Callous II et

Posais le changement u u E

le changementest C de 6,13 dans 1 0,1 13 11,23et du_et

Ainsi If cet_ là du Fais 3 du

A E t f tu du_En stun E I J
2 3h2 I I Is 341 3 E 2 342



Proposition Soit f E a a R continuesur Ea a a 20

Si festingaire alors ff1Hat O

Si festpaire alors Iflrl de 2 ff1Mat
Preuve Soitfinipaire Posonsle changement le_t le changementestde

classe C de Co a dans Co a et du dt clone

5ff17 at Ifla du Ifla du gestingaire

fu du

AinsiÉflHalt Égltlottosaglhat par Chasles
0 d'aprè l'égalitéobtenu aves le changementdevanille

Soitofpari du poids aumême changement a t

Methode pour les fonctions définies parune intégrale

Pourétudier une fonction dutype G ÎÎ f1Hdt
pareneuple G une ÉluE alt où se so

SouventmontrequeGestdérivableet ladériver onprocède en deuxétapes

Ans dutl'estcontinusurJo à danelleyadmetunepinitir qu'on
va noter F de classe C sur30 toi

On seraitGlakfhtrat CFIA JE FIN Fa

Ainsipar composé de fonctions C Gest sur Jo tot et

Kreso Gla 2nF Ca Fla Influx la



carFpFhFedetrs uH2

DEeLagaalFInillE
2nF al ulvinistralutini

Methode
pour étudier la tente d'une suitedéfinirparuneintégrale

Posons pour mal la suite Im Ôtmetat
Montrons que lui Ismo sous caluler implicitement Imlonm'apardeprintive

connuede E Mer
Pourcela on va eneaduel'intégrande

pour AEG 13 etc et

come 1m20 on a tête tué

parnaissancedel'intégrale surCoD ÉtmetateÊtre at
done on a Ims ÎT é mÎ

Remarquais que sur GD t'et 20 doneparpentrite In 20

Donc o Im c à et a pourtant ma 1

Parthéouà d'encadrement convention 0 Li Im

L'idéeestdemajourd'intégrandepaume autre fonction desaleque
onpuisse caluler la nouvelle intégrale àl'aided'uneprimitive

la nouvelle intégrale dépendtoujours dem


