Lycée Jacques Decour

TD : Intégration sur un segment

1. Calculer les intégrales suivantes en justifiant au préalable pourquoi elles sont bien définies :

1 1 1
(a) / t"dt o n € N. (d) / s 1dx. (g) / V' 1+ 22dz.
0 0 0

er 4+ x

(b) /62 hl%dx. (e) /02 dx. (h) /01(1 —z)"dz. oun € N.
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2. Calculer les intégrales suivantes & ’aide de la relation de Chasles :

1 1 3
(a) /0 max(t,%)dt. (c) /0 |3t — 1|dt. (e) /2md:p.
2

0
1 1 B
(b) /0 max(t, z)dt ot x € R. (d) / x|z|dz. (f) B min(t,g)dt.
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3. Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C' sur I et calculer leur dérivée.

(a) f(a:)z/0 e"dt ou I =R. (c) f(x):/w +wln(t2—|—1)dt oulI=R.
(b) f(a:):/x e "dt o I=R. (d) f(m):l/wet“dt o I=R"
T T Jo

4. Détermineg le domaine de définition de F'. Est elle dérivable sur ce domaine ? Si oui calculer F”.
T odt
» Int

1 x
5. Soit f € C°(R). Montrer que : F : x + — / f(t)dt est continue sur R* et prolongeable par
T Jo

continuité en 0.

6. A l'aide d’intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes :

(a) /Olmexdx. (c) /;lnxdx. (e) /16(1nx)2dx.
(b) /0 't (@ /1 e lnad. (t) / 1 e

1
7. On pose pourn > 0: [, = / x"e"dx.
0

(a) Montrer que lim I, =0.
n—-+o0o
e 1
n+1 n+1

1
1 _ n
On pose J,, = / %ezd@" pour n > 0.
0 n.

(b) Montrer que I,, = Loy

(¢) Montrer que nll)rfoo J, =0.

(d) Montrer que J,41 = Jp — ﬁ

n—-+oo

1
(e) En déduire a I'aide d’un télescopage que : e = lim Z ik
k=0 """
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1
8. Soient (p,q) e N: I, , = / tP(1 —¢t)4dt.
0

(a) Montrer que I, , = Ipi1,q-1-

_q
p+1
plq!

(b) En déduire que Ip,q = mlp+q70.

(c) Calculer I,1g 0.

9. A T'aide d’un changement de variable, calculer :

(a) / (e =) (© /ﬁ‘ﬁdx.w:u)

et +1°

(b) /Oleﬁdx. (V7 = u). (d) /:7

e
10. Pour n € N : On pose I,, = / (Int)"dt.
1

(a) Montrer que, pour n > 0,141 = e — (n+ 1)I,.

(b) Effectuer le changement de variable v = Int dans I,,.

e

En dédui 0, < —.
( n déduire que i
(

)
)
c)
d) En utilisant (a) et (c), montrer que liIE I,=e.
n—-+oo
)
)

Justifier que : Vn € N : I, > 0.
f) Ecrire une fonction Python qui renvoie la valeur de I,, quand l'utilisateur rentre n € N.
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11. Etudier la monotonie des fonctions suivantes :

1 2
dt
a) [z e”tdt sur R. c) h:xw— —— sur R*.
+
0 1 1+t
1 0
dt % . xt
(b)g::c»—)/omsurR+. (d)l.:r:»—)/_le dt sur R.

12. Calculer les limites des suites suivantes quand n — 400 :

1 1
t" n 2
a UTL = 7dt. = t .
(a) /()et+1 (c) wp /0 e dt

(b) vy, :/0 t"f(t)dt on f € CO([0,1)). (d) rp, = /1n e dt

13. (a) Soit f une fonction continue sur le segment [0,1]. Lorsque n est grand, de quoi la somme
IS f (%) est elle une valeur approchée? (On pourra illustrer avec un dessin). Dans la
suite on admet ce résultat, connu sous le nom des sommes de Riemann.

1
n+k’

n

(b) Calculer lim >

k=1

n L
. en
(c) Calculer nllffoo ’;_1 —

n

(d) Calculer lim n® Z e selon les valeurs de o € R.

n—-+o0o
k=1
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