
 Variables aléatoires discrètes

1 Généralités et définitions

On seplace dans cecoursdans un espace probabilisé r A P où

onrappelle que rest l'univers lesissues et l'useullidesévénements et P une

probabilité

Définition On appellevariable aléatoire réelle touteapplication

X R R de sorte que pourtoutréel re we r Kw en 2
est un événement

Remarque Onnote en pratique l'événement ne r I Xu en 3 X a

C'est à dire l'ensembledesissuesW del'emperienne pour lesquelles X W ex

Une variable aléatoireest unoutildemodélisation elle permetd'amener

à chaque issue aumonderéel l'interêtétantdeparoifairedescalculs

enemplet Onlance une pièce la fois Onnote la varicelleégaleau

nombrede piles obtenus Onnote l'lavariableégale à 1 si on a obtenu

aumarin 1 pile ou vous des lancers et à 0 sinon



Définition Onnote Xcrl l'ensembledesvaleursprises par une

variable aléatoire X

Remarque Ainsi XIII CR Onl'appelleparfois support de X

Dans l'exemple ci dessus X117 40,103 et 4111 20,12

Définition On dit qu'une variablealéatoire X estdiscrète si

XIII estfini au bain si X 1 Lui en

enemplix Onlance une pièce jusqu'àobtenirpile onmate le

nombrede lancers effectuer Ainsi X 1 NA dom Xestdimite

On attend à un guichet d'uncommene l'avivée dupremier client

onmate Y le temps d'attente à partirdel'ouverture duguichet ainsi

Y 111 Co NE dour l'n'estpas discrète

Définition On caractérise la loi d'unevariable aléatoire disait

par les valeurs pour tout k Exor dr P X k

inemples3 Onleura un dé à 8fouséquilibres Onmate X la vanille aléatoire

égale aumoobtenir et celleégaleà 1 si on a alteur lemotet à o sinon

On a donc PCE 1 Ç
A I Ko I

F ke Ie GI MC X ht



Proposition La familled'événements X fu forme langue

estune varicelle aléatoiredimète un supteur completd'événement

Ainsi Ça Pf Xk 1

Preuve théorique r KIL WEI XIN k II k

Ainsi par incompatibilité 1 Air ÇI X ht

Remarque Penser à vérifier une fois la loi caleulée que la tonne detoutes

les valeurs fait 1 Penser aussi que connaîtretoutes lesvaleursde la loi

permet de caller les devien

enempleh On trir une poignéedemboules dansune urne en contenant 2m qui

sont numérotées de là 2m onnote la variablealéatoireégaleà e sion a

tried mot et o sinon Callasla loide X Mon hai sûr 111 20 14
PI X o

mouludepoignéesfavorables
nombredepeignestotales

enmenssonnesenéquipolatlitt

molledepoignées
km 1 12m il

monteraitpas1
nouilledepoignées yn

m

In 1212mi
dembaulspari2m m 12mmi

Ainsi maur XIII 20,12 PI Ko PIEU I
done PIX I I



exemples Soit Xunevariable aléatoiretelleque X 12 2 110,12et AIX I ME 11

Soit Y 2 1 et 2 X2 Callousles loi de Metz

Notonsdéjàque MIX 1 1 MIX 7 ME 11 I E
Etudede Y Nousavons Y111 22 111 1 2 1,2 1 17 2 1,1 3 3
M IE 1 A 2 E N P X D I M 11 A X D I MEDAKA
Etude de 2 Nous avons 211 21112 0,11 20,12

PIED P X EME I
AIZEN PIED A Es eux 1 A X X PIEU E

eneugle6 Un joueur mise 8 etjour au jeu suivant
Il lance deuxdés à lefaces équilibresdemarier indépendantes ilgagne en

hautdumode l'dé et perd ledouble du n du 2nde Onnote Glavanalle

égale à son gain X cellségale aumoderludéet Yum du 2nde

Ainsi G X2 Y 8

Commentsavoir si le jai estéquilibré



2 Espérance des variables désuètes

Dans toute cettepartie nousétudions desvariables aléatoires désuètes

Définition Esperance cas où 1 estfini Etant donné une variable

aléatoire X prenantdesvaleursdans un ensemblefini X111 24 mm

Ondéfinit l'espérance de X par ECX Eça PIX a

Remarque Lorsque X 1 estcomposé de 1,2 ans éléments une jeuned'énine le

symbole Par eneuple si lentla varicelledel'ongle3

E Y Ox 1 1 Y
Si Xest la varicelle del'enough 3

ECX É k 1 E I 3,5

Définition casoù 11 estinfini Etantdonnéune variable aléatoire

à support infini Onditque Xadmetune espérance lanque la série

C x P Xx converge absolument

Sic'estle cas on note E X En P XIe
x EXA

Remarque Si X1 N celadome Ém PIX m

Si X1 F2 N cela donne Ém PIX m

L'exauce estdans la moyenne des haleursprises pondus par leur



prolablitt d'apparition Lenombirneet EX canesponddone à la

valeur moyenne espere de la variable X

Propriété luisantedel'espérance Soient X et Ydesvariablesadmettant uneespérance

Pourtoutréel x ER XX a uneesperaret EUX x Et X

XtY a une espionne et E XIII EN EN

eneugle Onloue deuxdés à6forces Onmate 2 la somedesdeuxdes Xet Y

le mo respectivement du Met du 2nde On a don 2 Xt X Ona vu fenugh3 que

E X 3,5 dou ECN 3,5 la loidel'estlamêmequecelledeX

Ainsi E 2 E XI EIN 7 par lirait de E

Propriété Positivité Soit une variable admettantuneespionne etayantdesvaleurspositives

alors ENZO
Preuve ECX Ç ÉRIÉ 20

Corollaire croissance de l'esperance Si X etYadmettent uneespérance et si partout

Wer XIN NW alas ECX E ECX

Preuve Poser 2 4 X etutiliser la pontivitech E quilabirantede E

Définition Onditqu'unvariable X estcentré si elleadmetuneespéranceégaleà 0



Chérie de transfert Soit Xunvaricelle désuète etg une fonctiondifinie

Laminima sur X 1 La varicelle diner g X admetune espionne si et

seulement si Ça g a A Xa courageabsolument

Dansce cas Elg Xl Egg a AIX a

exemple Reprenonsl'angle 6 etutilisons le transfertparcaller E X

EX Èh AI h Eh f Y 9

com EN 3,5 alors par linaite de E

ECG 9 2 3,5 8 91 48
j

Cette
espérance est so donelejoistenfaveur du joueur

Remarque On a utilisé le faitque El 81 8 En effet onpeutvoi 8 cour

la varicelle X qui vauttoujours 8 Ainsi El 8 8A18 87 8.1 8

Du marin générale si a E R E a a



3 Vanauer des variables aléatoires dinites

Définition Ondit que la varicelle disait X admet une variance

basque ECX esiste et que la variable 7 EX 1 Zadmetanesperame

Dans ce cas onmate VIX E X E X

onappelle était typedeX le montantpositif A VII

Remarque La positivité ME garantitque XenistebanqueV1X eniste

A mesure la dispersiondesvaleursqueprend Xparrapportà sonespérance

Losque Txestjetit Xprenddesvaleursprochesde samoyenne

Propriété Soient a b desréels et Xmavanalleadmettantune variance

axis admet une variance et Vla b ai V1X
Preuve Flaxb Ella b Ela IIIE a b EX b Ela X END

a
thtartedee

Proposition Foule de Hyngens Soit unevariablealéatoire discrète

X admet une variance si etseulement si X admetune espérance

Dans cecas FX ECX E XP

eneugle Onneprend la varicelle Xdel'angle6

UX ENT ENT I 7 3E et Tx Il 7



Preuve Admettons les condérationsd'enitence quiviennentdela traitede E

PIX E A EXILE X 2X EN E XT tirait de E

EX LEIXI.IEXI EIXlEEIXl EXT

Remarque En pratique on va dou caller d'abord E Xl

pui E X à l'aide du thon detransfert pourcaller UX
Lorsque les Vancelle sontfinies XII fini les espions et

variances entent toujours car il n'y aquedestonnes

Définition Onditqu'unvariablealéatoire Xestréduite sielleadmetunevarianceégale à 1

Définition Etant donné une varicelle aléatoire d'espions mer et

de variance E so On définit la contrée réduite deX pas

Xp
Remarque est à la foi rentrer etréduite eneffet

E IX I I ECX m o peulivrantede E

PIXY A FIXE 1 parpropriétés de V


