Lycée Jacques Decour

Variables aléatoires discréetes - Compléments

Exercice 1 - Question de parité

Soit X une variable aléatoire suivant une géométrique de parametre p €]0; 1[.
1 SoitY lavariable aléatoire définie par Y = l%]

Déterminer la loi de Y, puis donner son espérance et sa variance.
2 Soit Z la variable aléatoire définie par

X :
z=1{3 si X est pair

0 sinon
Déterminer la loi de Z. Justifier que Z possede une espérance et la déterminer.

Exercice 2 - Un jeu de lancers

Un joueur A dispose d'une piece donnant PILE avec une probabilité é alors qu'un joueur B

dispose d'une piéce donnant PILE avec une probabilité p €]0; 1].
Les résultats des lancers des pieces sont supposés indépendants et le jeu se déroule ainsi : les
joueurs A et B lancent leur piéce simultanément jusqu'a ce que I'un des deux au moins obtienne
PILE. Ensuite :
e siAetB obtiennent PILE en méme temps, le jeu s'arréte et personne ne gagne d'argent
e sinon, le premier a obtenir PILE s'arréte et I'autre continue jusqu'a obtenir PILE
également et paye un euro a son adversaire a chacun des lancers de cette série "en
solitaire".
On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués par le joueur A, Y
pour le joueur B et Z = Y — X. On suppose que les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes.
1 Donner les lois des variables aléatoires X et Y. On précisera également espérance et
variance pour chacune d'elles.
2 a.lInterpréter les évenements [Z = 0], [Z < 0] et [Z > 0] dans le contexte de 1'exercice.

b. Justifier que Z possede une espérance et que E(Z) = %. Pour quelles valeurs de p, le
jeu est-il favorable au joueur B ?

c. Décrire I'évenement [Z = 0] comme union d'événements deux a deux incompatibles.

En déduire que P([Z = 0]) = 1f2p.

d. Soit n € N*. Montrer que P([Z =n]) = 1+p2n (1 — p)" puis en déduire P([Z > 0]) et
enfin P([Z < 0]).

Exercice 3 - EDHEC technique

Soit n un entier naturel non nul et p unréel de ]0; 1[.Onposeqg =1 —p
On dispose de deux urnes, l'urne U qui contient n boules numérotées de 1 an et 1'urne V qui
contient des boules blanches en proportion p.
On pioche une boule au hasard dans U et on note X la variable aléatoire égale au numéro de la
boule tirage.
Si X prend la valeur k, on pioche k boules dans V, une par une, avec remise a chaque fois de la
boule tirée, et on appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues.
1 Danslecasoun = 1, reconnaitrelaloide?.
On revient au cas général.
2 Reconnaitre la loi de X et donner son espérance et sa variance.
3 Ecrire un programme en Py thon permettant de simuler une réalisation des variables X
etY.
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q(1-q™)

) n(1-q)°
b. Ecrire, pour tout i € [ [1;n] ], la probabilité P([Y = i]) sous forme d'une somme de
n — i + 1 termes que I'on ne cherchera pas a simplifier.

5 Justifier que Y posséde une espérance et une variance.

6 a.Soienti et k deux entiers naturels tels que 1 < i < k < n. Montrer 1'égalité :

‘ (f) =k (f—_f)

4 a.]ustifier que Y(Q) = [ [0; n] ] puis montrer que : P([Y = 0]) =

b. Montrer que :

n k
_1 k—1\ i k-i
BN =) (k) (F2))r'a
k=1 i=1
c. En déduire que E(Y) = @.
7 a. Etablir que sin € [ [2; +oo[ [, alors :
n k
_1 k—2\ i k-i
E(Y(Y—l))—;; "("‘”Zz(i—z)”q
= i=

L1 . (n2-1)p?
b. En déduire que sin € [ [2; +oo[ [, alors E(Y(Y — 1)) = ~——.

c. Vérifier que cette expression reste valable pourn = 1.

Exercice 4 - Avec une SRL2

On joue a pile ou face avec une piece non équilibrée : a chaque lancer la probabilité d'obtenir pile
estde > Les lancers sont supposés indépendants. On note X la variable aléatoire égale au

nombre de lancers nécessaires pour l'obtention pour la premiere fois de deux piles consécutifs.
Pour tout n € N*, on note p,, la probabilité de 1'événement (X = n).
1 Expliciter les événements (X = k) et en déduire py, pour tout k € [[1; 5]].

. 2 1
Montrer que, pour tout entiern > 3,p, = 5Pn—2 T 3Pn-1-

2
3 Endéduire I'expression de p,, pour toutn € N*.
4 Montrer que X admet une espérance et la déterminer.

Exercice 5 : Une série de tirages

On effectue une série illimitée de tirages d'une boule avec remise dans une urne contenantn
boules numérotées de 1 a n. Pour tout entier naturel k non nul, on note X, la variable aléatoire
égale au numéro de la boule obtenue au k-iéme tirage.
Pour tout entier naturel k non nul, on note S; la somme des numéros des boules obtenues lors
des k premiers tirages: S, = Y*_, X;
On considere enfin la variable aléatoire T,, égale au nombre de tirages nécessaires pour que,
pour la premiere fois, la somme des numéros des boules obtenues soit supérieure ou égale a n.
Exemple : avec n = 10, si les numcéros obtenus aux cinq premiers tirages sont dans cet ordre
2,4,1,5,9, alors on obtient: S; = 2,5, =6,5; =7,5, =12,5;: = 21 et Ty = 4.
Partie A

1 Pour k € N*, déterminer la Ioi de X}, ainsi que son espérance.

2 (a) Déterminer T,,(Q) et calculer P(T,, = 1).

n—-1

(b)Montrer que : P(T,, =n) = (3)

n

3 Dans cette question, n = 2. Déterminer la loi de T5.

4  Dans cette question, n = 3. Donner la loi de T;. Vérifier que E(T3) = %.
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Exercice 6 — Chaine de Markov

On dispose d'une urne contenant quatre boules numérotées 1,2,3 et 4. On effectue dans

cette urne une succession de tirages d'une boule avec remise et on suppose qu'a chaque

tirage, chacune des boules a la méme probabilité d'étre tirée.

On note pour tout n de N*, X,, la variable aléatoire égale au nombre de numéros distincts

obtenus en n tirages.

On a donc X; = 1 et par exemple, si les premiers tirages donnent 2,2,1,2,1,4,3 alorson a:

X1 =1,X,=1,X3=2,X,=2,X5=2,X=3,X, =4

L'espérance et la variance d'une variable aléatoire Z sont notées respectivement E(Z) et

V(Z).

1/4 0 0 0 P(X, =

3(/)4 1;; 334 g . On pose pour toutn de N*,U,, = P([X =
0 0 1/4 1 P([X, =

1.a. Déterminer la loi de la variable aléatoire X,.

1.b. Calculer E(X,) et V(X,).

2.a. Déterminer U;.

2.b. Préciser I'ensemble des valeurs prises par X,,.

2.c. Etablir pour tout n € N*, la relation suivante : U,,,; = AU,,.

On consideére les quatre matrices V;, V,, V3, V, a 4 lignes et 1 colonne, définies

Soit A =

1 0 0 0

N It | 0 10
parV; = 3 , Vo = _9 , Vg = 1 ,V, = 0
-1 1 -1 1

3.a. Démontrer: vn € N*,U,, = G)n_l Vi+3 G)n_l V,+3 G)n_l V; +V,

3.b. En déduire, pour tout n € N*, la loi de la variable aléatoire X,,.
4.a. Calculer, pour tout n de N*, la valeur de E(X,,).
4.b. Calculer lim,,_,, , E(X,,).

Exercice 7 - Une loi uniforme cachée

Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. (n € N*).

On tire ces jetons, un a un, sans remise, jusqu'a obtenir le numéro 1. Soit X le nombre de
tirages effectués.

Donner laloide X, E(X) et V(X).

Exercice 8 — Tirages de boules

Une urne contient 10 boules indiscernables, 5 rouges, 3 jaunes et 2 vertes.
On tire au hasard et simultanément 3 boules de cette urne.
Les réponses seront données sous forme de fraction irréductibles.
On considére les événements :
e A:«Tirer 3 boules rouges »
e B ; « Tirer 3 boules de la méme couleur »
e (:«Tirer 3 boules chacune d'une couleur différente »
a) Calculer P(A4),P(B) et P(C).
b) On appelle X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, associe le nombre de
couleurs obtenues. Déterminer la loi de X
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c) Calculer E(X) et V(X).
d) Soit Y le nombre de boules vertes obtenues. Loi et espérance de Y.

Exercice 9- EDHEC Classique

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note p un réel de ]0,1[ et on

poseq =1 —np.
On dispose d'une piece donnant "Pile" avec la probabilité p et "Face" avec la probabilité

q.

On lance cette piece et on arréte les lancers dans l'une des deux situations suivantes :

Soit sil'on a obtenu "Pile".

Soit sil'on a obtenu n fois "Face".

Pour tout entier naturel k non nul, on note P, (respectivement F;, ) I'événement «
on obtient "Pile" (respectivement "Face") au k®™¢ lancer ".

On note T,, le nombre de lancers effectués, X,, le nombre de "Pile" obtenus et
enfin Y, le nombre de "Face" obtenus. On admet que T, X,, et Y,, sont des
variables aléatoires toutes les trois définies sur un espace probabilisé ({1, A, P)
que I'on ne cherchera pas a préciser.

Loide T,,.

a) Pour tout k de [[1,n — 1]], déterminer la probabilité P(T;, = k).

b) Déterminer P(T,, = n).

c) Vérifier par le calcul que Y}_, P(T,, = k) = 1.

a) On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = ¥%_,x*. Ecrire f sans le
symbole somme, puis dériver f dans les deux expressions.

b) Etablir que T,, posséde une espérance et vérifier que E(T,,) = %.

Loi de X,.

a) Donner la loi de X,,.

b) Vérifier que E(X,,) =1 —q™.

Loide Y,,.

a) Déterminer, pour tout k de [[0,n — 1]], la probabilité P(Y,, = k).

b) Déterminer P(Y,, = n).

c) Ecrire une égalité liant les variables aléatoires T,, X,, et Y;,, puis en déduire
E(Y,).
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