Jacques Decour

TD : Couples de variables discretes

1. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N* et un réel a tels que :
P((X =) n (Y =J)) = 557 pour tous i, j de N".
(a) Déterminer la loi de X en fonction de a. En déduire la seule valeur possible
pour le réel a.
(b) Déterminer laloi de Y.
(c) X etY sont-elles indépendantes?

2. Dans une prépa, le nombre d’éleves admissibles a HEC une année, noté X, suit la
loi de Poisson P (m) ou m>0. Un éleve admissible a une probabilité p d’étre
admis, et donc 1-p d’étre recalé (on suppose que chaque éleve est admis
indépendamment des autres). On note Y le nombre d’éleves admis a HEC une
année.

(a) Soient k et n des entiers naturels. Calculer Pix—_ (Y = n).
(b) En déduire la loi du couple (X, Y).
(c) Déterminer la loi de Y. (On obtiendra une loi de Poisson).

3. Soit X,Y deux variables indépendantes suivant la loi uniforme sur {1, ..., n}.
(a) Déterminer P(X =Y).
(b) En déduire en utilisant un argument de symétrie la valeur de P(X > Y).
(c) * Déterminerlaloide X +7Y.

4. Soient X et Y deux variables de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p €
10,1[. SoientU =X +YetV =X —Y.
(a) Déterminer la loi du couple (U, V).
(b) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire p(U, V).
(c) Les variables U et V sont-elles indépendantes ?

Probléme 1 : Loi géométrique - HEC ECE 2010

Soitpunréelde] 0,1[ et g = 1 — p. Soit X; et X, deux variables indépendantes de
méme loi géométrique de parametre p.
Onpose:Y =X, — X,, T = max(X;,X,) et Z = min(Xy, X,).
On rappelle donc (y réfléchir) que T+ Z =X, + X, etT —Z = |X; — X,| = |Y].
1 a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V(X;) et de
P([X, < k]), pour tout k de X, (Q).
b) Calculer E(X; + X,),V(X; + X,), E(X; — X,), V(X; — X,).

c) Etablir la relation : P([X; = X,]) = 1-%;

2 a) Montrer que Z suit la loi gé¢ométrique de parameétre 1 — g2. En déduire
E(Z),V(Z) et E(T).
b) Soit k un entier de N*.Justifier I'égalité: [Z = k]U [T = k] = [X; = k] U
[X, = k]. En déduire la relation suivante : P(T = k) = 2P(X, = k) — P(Z = k).
, 2
c) Etablir la formule : V(T) = q(?f_—;q;z)
3 a) Préciser (T — Z)(L). Exprimer pour tout j de N*,I'événement [Z = j| N [Z = T]
en fonction des événements [X; = j] et [X, = j]. En déduire pour tout j de N*,
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I'expressionde P([Z =j]N[Z =T])
b) Montrer que pour tout (j,1) de (N*)?, P([Z = j]n [T — Z = 1]) = 2p?q?/+\2,

Ik
c) Montrer que pour tout k de Z, P([X; — X, = k]) = pquq (on distinguera trois

cas:k=0,k>0etk<0).

d) En déduire la loi de la variable aléatoire | X; — X,|.

e) Etablir a I'aide des questions précédentes que les variables Z et T — Z sont
indépendantes.

a) Al'aide du résultat de la question 10.e, calculer Cov (Z,T). Les variables Z et T
sont-elles indépendantes ?

b) Calculer en fonction de g, le coefficient de corrélation linéaire p de Z et T.

c) Déterminer la loi de probabilité du couple (Z, T).

d) Déterminer pour tout j de N*, la loi de probabilité conditionnelle de T sachant
I'événement [Z = j]

e) Soit j un élément de N*. On suppose qu'il existe une variable aléatoire D; a
valeur dans N*, dont la loi de probabilité est la loi conditionnelle de T sachant
I'événement [Z = j]. Calculer E(Dj).

Probléme 2 : Poissons - Oral HEC ECE

Soit ¢ un réel strictement positif et soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N
définies sur un espace probabilisé (£, A, P), telles que :

1.

i+j
V(i) EN%LP(X =i n[Y =J]) = cl,—]{
(a) Montrer que pour touti E N:P(X =i) = ¢ B o En déduire la valeur de c.

i!
(b) Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.

(d) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

(a) Déterminerlaloide X +Y — 1.

(b) En déduire la variance de X + Y.

(c) Calculer la covariance de X et de X + 5Y. Les variables aléatoires X et X + 5Y
sont-elles indépendantes ?

Probléme 3 : Oral ESCP Calculatoire

Soient A et p deuxréelstelsqued >0et0 <p < 1.
On consideére le couple de variables aléatoires (X,Y) a valeurs dans N2, de loi :

Ul b W IN -

e—AAnpk(l _ p)n—k .
V(k,n) €N% P(X =n,Y = k) = k(=T si0 <k <n
0 sinon.
Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi de probabilité sur N2,
Déterminer la loi de X et de Y. X et Y sont-elles indépendantes ?
Déterminer la loi conditionnelle de la variable aléatoire Y, sachant (X = n).
Soit Z la variable définie par Z = X — Y. Déterminer la loi de Z.
Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?
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