Lycée Jacques Decour

TD : Récurrences et sommes

1. Prouver par récurrence les résultats suivants :
(a) Sp ok = @ pour tout n € N*.
(b) 2"~ < n! pour tout n € N*
(¢) n! <n™ pour tout n € N*
(d) Yop_ k= W pour n € N*.

2. On considére les suites (un)neN, (Vn)neN, (Wn)nen définies par :

uyg =0 et unH:uiVneN.
v=1 etuv,41 =—-v, Vn e N.
wo =2 et wyi; =w2VYneN.

Montrer par récurrence que :

(a) Vn e Nyu, =0

(b) Vn € N,v, = (—-1)"

(c) Vn € N,w, = 2%"

3. Prouver par récurrence sur n € N que: Ve € Ry : (1 4+2)" > 1+ nzx

4. Soit une suite (uy,)nen telle que pour tout n € N : |up41 — 6] < 3|uy, —
Montrer par récurrence que Vn € N : |u, — 6] < 3™|ug — 6]

5. Prouver les formules suivantes :
(a) SN ,2=2N+2pour NeN
(b) i k+1= "2‘573” pour n € N*
() S k> —k+2= —”(7l+1)(2g_2)+12n pour n > 2.

6. En utilisant un télescopage, simplifier les sommes suivantes :
(a) Zw k? — (k —1)?
(b) Z 2kz+1 2k
(c) Sore Oln(k—|—2) In(k+1) pour n >0
() Tty — ey
7. Ecrire sous forme de produit les expressions suivantes :
(a) 12 x 22 x ... x 10?

(b) 55 X 35 X ... X =5
(€) 22 x 33 x ... xn"
(d) ®xZx...xL

8. Simplifier les produits suivants :
(a) TThe 12pourn> 1
(b) Ty &
(c) TIE] k pour n >0
(d) Hk 13k pour n > 1
(e) Hk 1 k+1
(f)

f) TTie 0k+2 pour n > 1

9. Prouver les formules suivantes :

(a) Pour tout réel q différent de 1: >, _, k¢~ = %

(b) Pour tout entier n.>1: %}, k(];,:l) =4— L (n*+3n+4).
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