
 Applications et Polynômes

1 Applications

Définition Soient E et F deux ensembles Uneapplication de Edans F
est une relationentre cesdeux ensemblesqui à toutélément mdr E qu'on
appelle l'ensemblede départ arme dedéfinition assoie un uniqueélément

ff4 HF l'ensemble d'arrivée

On la note f E F flu estl'image dise par f
se fin n est unantécédent defin par f

exemples f R R g PCNI PIN h Plana N

U en A À A CardA

Définition Soient f E F et g F G des applications

ondéfinit la composée g f E G

a glflai
Remarque Onpeut composerplusde 2 applications hofog à conditionque
les ensembles s'emboîtent correctement Cetteopération est associative

hofog holfogl lh.fi y mais non commutative fog gof
si f R n

n y a

J M i Joffa fr 1 2

aussi foglat n 1

Engénéral foget gofm'enistentpaseumêmetup



Casdes fonctions réelles

On nous demandera une expression f41 étant donnée de

deteniner Dfl l'aseullededéfaitian de f
Il s'agit de trouer tous les x En tels que flatexiste
Par enemple si flat la 21 1 1
ne of La 1 0 et se 0

ne z et a to
done of J I 05030 toc

Définition Soit f E F une application

Onait que festingective dee dans F si tout élément
de F posséde au plus unantécédentdans E

Autrement dit Flag EEZ ff11 fly n y
Onait que f est surjective dee dans F si tout élément
de F posséde au moins unantécédentdans E

Autrement dit KyEF Ix EE flat y
Ondit que f est objective de E dans F si festingictiveetsugettive

Autrement dit FyEF 3 HEE I flaky

enemples f R R n'estni injective 1 a 2antécédents set 1 ni

x ai surgictive f 1 m'apasd'antécédents

g Rt R est injective
M m

h A A est bijective
se ses



Définition Soit f E Fune applicationbijective
Comme KyEF J HEE fin y Onpeutdon définir une
nouvelle application moto f

7 F E

y x lai fait g
Onl'appelle labjectionnaiproque de f c'estl'application qui à
tout élémentde y assoirl'unique

antécédentdeyparf
exemples f Rt Rt est objective et f A A

a ts sé m m

g R A estobjective et g R R

n n a_ tu

ch R Jo sot estbijectivede d Jo to C R

n e re lux

Proposition Onnote pourEun ensemble idé E E l'applicationidentité

se se ME

Soit f E F bijective on a alors

fo f idf et f1 f ide
Soit f E F S'il ensite g F E vérifiant

fo g idf et go f ide
alors festbjective et g f

1

Remarque En pratique pourétudier la bijectivitéd'une applicationf
on chuhaà résoudre l'équation flat y aigef etd'inomen EE

Si cette équation a une unique solutionpourtoutyalors f et



bijective et onneupré l'emprenandr f 1

Si l'équation a plusieurs solutions pour chaquey festsupictivemais

pas injective

Si l'équation m'apasde solutions pour cetarisy fou'stpassuyetive

enemple Soit f R R

n i 2Mt 1

On vantander fin y
d'inonne MER aryen

ante y La y a s se YI
On troue unemique solution donc festligidius et f R R

x

Soit f R R

re la 112
on va résoudre font y

la 12 y
Si
y co iln'yapasde solutions dans fn'etpassurjective dans Rt

Si y so t se 1 My en My
A Myth ou f 1

dan quand y so il y a 2
solutions daufmetpasingédive

Proposition Soient f E F et g F G bijectives

go f Es test bijective et g f51 f og

Preuve Soit yet ounsend goff11 y d'inconnue se GE



fin j'ly tas g existe camagetbjective

ne f3 g ily idempour f
1

L'équation a uneunique solution dangofetbjective et g f If g

Définition Soit f E F et ACE Onappellerestriction

de f à A l'application fa A F

a flu
Remarque Cela revient à étudier une application sur un ensemblepluspetit

l'intérêt est d'obtenir une nouvelle application qui est elle

impictive si onchoisit correctement la restriction

Onpeutgagnerdel'injectivité avenue station maispas de la

surjectivité car on a engénéral moins d'images en restreignant



2 Polynômes

Définition Soit f R R on dit que f est une fonction
polynomiale s'il esiste MEN et nuts a as am Camo tels que

pourtout n ER flute a aux am am Ê aisé
Lesréels a am sont appellés lescoefficients de f et ils sontuniques admis
L'entiermestappellé ledegréde f degf et am le coefficientdominantde f
Si f est la fonctionnulle on posedansorcas degf o

L'ensembledes fonctionspolynomiales estnotéRCre Ruchet se

Remarques Les fonctions constantes nonnullessontdonepolynomiales dedegré 0

Les trinômes duseconddegrésont les fonctionspolynomiales dedegré 2

Les fonctions affines nos antis a o sontpolynomiales dedegré 1

Propriété Soit PQ E RCD Si de Rt degldP dog P

deg PQ dgp degq

deg RQ E max degP deg Q

Remarque PQ signifie la fonctionpolynomiale se Malplat
Ptp signifie la fonction polynomiale re MmHgln

D onpeutdiviserdespolynômesmais le resultatn'estplus engénéral unpolynome
Parenemple f n II n'estpasun polynôme fm'adoncpasde degré

Définition hallenie On pose pourm EN Rm n PERES degPen

Si Pete ERn Ca et deR PtdQ E Mmlu



Remarque Onditque Rmlu eststablepar combinaison binaire

Définition Soit PERCUS Ondit que lined x est racine de Psi Plate

Proposition Divisioneuclidienne Soit AERES BERUS 202
Il existe un miqur QE Rla etununique RER n let que degredgB
vérifiant A BAR

On appellecetteériture la divisioneuclidienne de AparB

R s'appelle lereste dedegrépluspetitque B B le diviseur lle quotient

Méthode de la division euclidienne
Faisons la divisionde X 3 2 2 1 par X 3

3 2 21 3

1 3 3 2 X2 X 3

X2 1
C K B

3 X 1
13X 9

10

Donc on a ÉTÉ 1f
ons'arrête lorsque le resteestdedegréstrictementpluspetitque lediviseur pasavant

Corollaire Soit PERCU A ER

X est naine de Psi et seulement si il enstepenCus telque Plu le pin 1 a x

ondit que Pse factaire par la x



Preuve II Soitx navréde P Ecrivonsla divisioneuclidienne dePpar se 2

Plat Qin la x Rla

a dgrcdgln.at 1 donc Restconstantégalà per
donc Mnt pla a x B
Conus P x 0 ona 0 94114at tp i e po ie Pln plut la 2

Supposons que Prefontaine par six alas PILE qui X N O

Proposition Soit PERM a si la aumoins mes racines alors Pestmul

Remarque Le polynômenuladmetune infinitédenarines touslesnets et l'estlisent
Lespolynômes constants nonnuls n'ont pasde racines maisce nesontpasles

seuls par exemple Platas n'ena pas an panteutre ER Mnt 150

Propriétés Soit Plat au bac où a 10 b 1ER untrimême

On appelle discriminant de P le réel b 24 ac saventmateD

Si D LO Pm'aaucune racine et Pln a le même signe que or

partout nôtre

Si D o Paume seule racine Iba et Mnla lemêmesigneque a

pour tout neil se

Si D o Pa deux narines b A
za

et bzz et Pla a

le signede a endehorsdesnarines et le signe contrarie àa

entre sesnarines

Deplus sionmateuretser cesnarines on a J ÎÊÉÈÊ



Remarque La dernière relation appelle relations coefficients saines

permet de déduire la 2mnarine si onconnait la première

2 n2 32 1 admet 1 commenaine 2 123 1 1 0 donc la seconde

vaut 2

Graphiquement Soit Pla anti bate

Casoù a 0 Dso

D O

Dao

un nez

Casal a 20

D 0
un nez D o

D 20

Méthode pour factoriser un polynôme

Si Plnkambac ou calule le diamantD



Si Dso on adonc Mnt a 1 21 n x2

Si D o on a dans Ma a la no

Sisco anne peutpas factoriser P
Si degP 2 On chahe une racinééridente X 1 on 1

Puison fait la dubiaeuclidienne
enemple Si Mal ses_si a 1

On remarque que PIN 0 dans Pse factorisé par se 1

Faisais done la D E de Ppar ne 1

ne 3 v7 se 1 se 1

Ca xD se 1

se 1
in 1

O

done v3 v2 n s la 1 92 1

Enfin arme peutpasplus factoriser car le disiurantde n 1 eststrictementnégatif



3 Compléments Hors Programme

Preuve de la division euclidienne Fixons BERGS mon nul

Montrons d'enstenu d'une division euclidienne

Traitons lecasoù digA x danscecas Au Bxoto ai dgocdgB
Pour le casoù degA 20
Prouvons lensûltatparnéamune forte sur ma degA posons donc
PCM VA ERIN dedgeM J Q R ERGJXR.la A BAR

M O Nous usas A x où a C Rt distrignasdeux casselon dgB
si degB o B PE RA dom A BQ to où f J
si degBa 1 A o.pt x et deg x o cdgB

Hérédité Supposons RIMVraie pourun entierm 20 Soit doncAdedgént1

Distinguonsdeux selonque

degBsdgA Ales A B OTA etdgACdgB

dzBe diga Notas déjàque As'écrit amaranthPai fermla
Bs'écrit bpun PBoù p dogB et dgps ER plu

onadore Erm la mataslec

Rangezquecelaconspond àcequ'onfaitdans laméthode
pratique de la divisioneuclidienne

Com CE Amend onpeutappliquerl'hypothèse dinéamence

lanéamencestfatecar engénéral Cm'estpasdedegrémactementm

Ce BAR où dgR c degB annuelle alorsles naseaux

A C gj re B Bff fjt anti
r R aidegRedegB



Madone une D E deA paris cequiachève la récurrence

Montrons l'unicité de la décomposition

Soient A BQ R et A BQ Rs deux divisions euclidiennes

Ainsi BQ R BQARA
dans B Q Q Ra R

r dg R C dgB car RetrasoutdesnotesdanslaD Epars
donc massairement f pro et deux R R O

Relations coefficients racines généralisées

Considérons un polynôme Pledge m n 1 Pla a tant amen

Supposons deplusqu'il admette mnacines an 1am

Par propiété Pse factaire donc PIn am re 21 In am

C17Mff X1 on

Î art am

Preuve Plot au tarot amokao et Alo am 0 21 0am am f172 am

done a am t 17Mff
Ondéveloppe Mal am a x In am fpounavaiduntonchasitmsfaireetsfoisunxidaislenfacteurs

amant am 2 hmhm do

On identifirleraffeientdevant am am xaml xm.am r x


