Lycée Jacques Decour

TD : Limites de suites

1. Déterminer les limites des suites suivantes :

(a) up, =n2e "

(b) u, =n3e "7,

(€) up = (M*+n+ e L
(d) u, =n"4n(n).

(e) u, = n"2In(n®).

() un = %

(g) un =lIn(n)e ™.

(h) u, =ne=tn,

2. Calcules les limites de ces suites a ’aide d’un

encadrement :

(a) u, = |nje ™.
(b) u, = 2.
(c) un = [5]e™

(d) un = £C5-

3. Calculer les limites suivantes en utilisant la
forme exponentielle pour (a) ou (b). On rap-

pelle que sia > 0 et b un réel, a® = ebn@

(a) lim (2+ )™

n—-+o0o

lim (1+n%)%

n—-+o0o

n2+2—n.

4. Etudier les limites suivantes quand n — +o00 :

( ) e —3n
(b) \/2n+1—\/2n—1
n+2n

(C) 5n+( 1)n'
(d) In(2n? —n) —In(3n + 1).
(e) ln(n—i—e )

In( 1+f)
(f) in(l+n) *

5. Soit  (un)n>o la suite définie par

uo—l
VN >0ty = Uy + -

Un

(a) Montrer que (uy)n>o est bien définie et
que pour tout n = 0 : u, > 0.

(b) Montrer que (uy)n>0 est croissante.

(c) Calculer u2_; —uZ en fonction de uZ.

(d) Montrer que Vn > 1:u2 | =2n+3+

Tooo

(e) En déduire que ¥Yn > 0 Upt1 =
Vv2n + 3 et en déduire lirf Uy -
n—-+0oo
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6. On pose pour tout n € N: S, = > | 7
(a) Montrer que : Vk >2: & < 5 —
(b) En déduire que : Vn > 1: 5, < 2.
(¢) Montrer que (S, )n>1 converge.

ET\»—A )

=3
7. Soit (un)n>0 définie par : {uo

(a) Montrer que pour tout n > 0:0 <
4.

(b) Montrer que (un)n>0 est croissante. En
déduire que (uy)n>0 converge. Détermi-
ner sa limite.

U0:2

8. Soit (g, )n>0 définie par :
(ttn)nz0 P {VneN:unH—u?L

(a) Montrer que (un)n>0 est croissante
(b) Montrer par l'absurde que (uy)n>o di-
verge vers +00.

9. Soit (un) la
k
>oreo k +1 . Montrer que les suites (ug,) et

(uan+1) sont ajdacentes. En déduire que (uy,)
est convergente.

suite définie par wu, =

10. * Soient (uy) et (v,
pour n > 1 par :

“"*ka = Un Tt

Montrer que ces deux suites sont ajdacentes.

) les deux suites définies

n x n!

11. Démontrer que les suites (uy,) et (v,) données
ci-dessous forment des couples de suites adja-
centes.

(@) up =>4 2z etv,=u, +2%
(b) un =Y ) s et v, = 2n 1

k=n k"
12. On  définit la  suite  (u,) par

ug = 1 up = 2

Vn € N :upi2 = \/Uni1lUn

(a) Verifier que la suite est bien définie et
strictement positive.

(b) Donner une formule explicite de (uy,).

(Indication : Poser v,, = In(uy,))
13. Soit suite

(Un)n>o la définie par

Uy = 1

Vn € N* tupy1 = (% + %)un

(a) A T'aide d’un produit télescopique, cal-
culer : pour tout NV > 1 : uy en fonction
de N.

(b) Montrer par récurrence (sans utiliser la

(a) ) que : Vn € N*

P Uy = 7(7:1)!'

VneN:un_H :\/un—|—12
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14. Montrer que :

VEk > 2: (kfl)l(k+2) = %( i1 - kiZ)
- 1
implifi n = — t
Simplifier S, 522 e Que vau
lim S,7
n—-+4oo
15. Soit Vn > 1: u —iL
. >1: n_k:1k+n2'
(a) Montrer que :
k k k
VEk € [1 : < <
€Ll n+n? " k+n?2 " 14n?

(b) En déduire lim wu,,.
n—-+oo

16. * Soient (uy) et (v,) deux suites telles que :

ug > 0

vg >0

u = /unv
et Vn e N : et u;;n
Upy1 = Yotla

(a) Montrer V(z,y) € R? : 22y < 22 + ¢2.
En déduire que : Vn > 1: u, < v,.
(b) En déduire que (v, ), >0 est décroissante.
(¢) Montrer que (un)n>0 est croissante.
(d) En déduire que lim wu, =1 € R et
n—+4o0o
lim v, =10 €R.
n—-+o0o

(e) Montrer que I =1'.

n
1
17. SoitVn > 1: 5, = —.
21i5=3
(a) * Montrer que Sa, — Sn > 1.
(b) Vérifier que (Sp)n>1 est croissante et
donner, en raisonnant par ’absurde,

lim S,.
n—-+o0o

(¢) Interpréter ce résultat et le mettre en re-
gard de l'exercice 6.

18. Soit Vo € R : f(x) = e*—1, et (un)n>0 définie
ug € R
par :
VneN:upy1 =e“r —1

(a) Montrer que f(z) = x a une unique so-
lution en z = 0.

(b) Etudier le signe de f(x) —z et le sens de
variation de f.

(c¢) Montrer que, si ug = 1 alors, (un)n>0 est
décroissante.

En déduire que lim w, = —oo.
—+00

n
(d) Montrer que, si up € R*, alors (upn)n>0
est croissante et Vn € N : u, < 0. En

déduire lim wu,.
n—-+4oo
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19. * Soit n > 1. Pour tout réel z on défi-
nit :f,(x) = 2"+ — 1.

(a) Montrer que Vn > 1 : fu(x) = 0 a une
unique solution z,, € 10, 1].

(b) Montrer que fn+1(xn) < fn+1($n+1)'

(c¢) En déduire que x, < Tpi1.

(d) Montrer que nll}I_iI_loo xzn, =1€[0,1].

(e) En raisonnant par labsurde, montrer
que [ = 1.

20. Soit n > 1. Pour tout réel x on défi-
nit :f,(r) = 5 + nx

1+4e®
(a) Calculer f; et f/. En déduire les varia-
tions de f,.

(b) Montrer que pour tout n > 1: f,(z) =0
a une unique solution sur R notée u,.

(c) Montrer que pour tout n > 1 : —71 <
U, < 0. En déduire lim wu,.
n——+o0o
(d) Montrer lim —2nu, = 1. (Utiliser

n—-+o0o

fal2))

21. Soit n > 1. Pour tout réel x on définit :
f,(z) = 2" + 922 — 4.

(a) Montrer que pour tout n > 1: fp(z) =0
a une unique solution dans |0, +oo[ notée
U,

(b) Que valent uy et ug ?

(¢) Montrer que pour tout n > 1 :
J0. 5[

(d) Montrer que pour tout n > 1 : Vax €
10,1[: fata(z) < fu(2).

(e) En déduire les variations de (uy)n>1-

=

Uy €

(f) Montrer que

n

(g) Calculer lirf (up)™. En déduire la va-
n—-—+0o0

lim u, € R.
—+o0

leur de .

22. Soit n un entier, n > 3. On note (E,) I'équa-
tion : z —In(z) —n =0.
(a) Montrer que (E,) a une unique solution
dans ]0, 1[, notée z,.
(b) Que valent

lim z, et lim %27
n—-+oo n—+oo ™



