
 Matrices

1 Définitions et operations

Définition Une matrice à mlignes et podomes Cmp ENA
est un tableau de nombres réels Soit Aux tellematrice on

la note A
aijfz.gg où ai j est le coefficient

situé ligne i colomej
Onnote Mmp R l'ensemblede cesmatrices

Par enemple si A
litjlj.gg

A Ç Ç EMas R

Vocabulaire Si me 1 onparle de matures lignes Mrp M

Si p 1 on parlede matrices colonnes Mm s R

Si xp onparle de matrices carrées Mmm A qu'onmate Mm In

La diagonale d'unematrice conspard aux coefficients

situés liguri et colome i fai i ent
Une matrice diagonale estun mature dont tous les

coefficients en dehors de la diagonale sontégaux à 0

A FÉE Ytdiagonale B i ne l'estpas

Une matrice triangulaire supérieure resp inférieure est une
matrice dont tous les coefficients sous resp audessus de

la diagonale sont nuls L'ensemble semate ToutA respTAIN



A Je TEM B ÎI ETAIN

On appelle matricenulle la matrice dontlescoefficients
sont tous nuls Ou la note Omp en eme 0

estla matrice came nulle à 2 lignes et colonnes

On appellematrice identitéde taille au formatml la matrice
carré diagonale dont les coefficients diagonaux valent tous 1
Ou la note Im ou I s'iln'y a pasd'ambiguitésur la taille
Is ÉE E M3 R

Définition Soient A BE Mmp R deuxmatricesdemême format
On définit
La somme A B Caijtbijhz.jp

Pourtout 1ER ondéfait une multiplication enterre

d A da ij'çgmp

enemple Si A et B ff1
A BB FÉE ÎÎ ÉÉ

Lespropriétés de ces opérations sont lesmême que celles surdes
nouilles réels A B B A ICA B SA JB d'µ AI dµ A ete



Définition Soient A E Mmp R et BE Mp q
R

ondéfinit le produit matriciel de Apar B
A B CE Mag A à C Ccij Êfirbaj

exemple Si A EI EMEIR et B 3 1 EME IN

A B E H HÉ ÉÉ ÎÎ
Remarque le produit n'estpas commutatif engénéral AB n'est

pas toujouségal à BA BAn'estpastoujours possible car les

formats ne sontpasmaissairement compatibles

exemple Si A a et B E

AB LE II E et BAn'estmêmepaspossible

On a cemoyen mnémotechnique Mmp A x Mp A Mma R

Les manipulations algébriques de cepoduit sont lesmêmes que
celle sur les nombres sauf la comutatovité

A Btc AB AC ABC IAB C ACBC

ALIBI LAB IER

Vocabulaire Soient A BE Mm IRI Losque AB BA on dit



qu Aet B commutent

Définition Propriété On appelle matrice scalaire toute
matrice de la faire dImoi den
FAEMA R FIER A JIM DIMA JA

Autrement dit les matrices saloirs commutent avec toutslesmatrices

exemple II 3 IL estscalaire maispas f39
Lesmatricesscolaires sont diagonales qui sontellesmêmetriangulaires

Définition Soit AE Mmp R Ondéfinit la transposée de

A moto EAE Mpm n obtenu en étranglantleslignesde
A avec ses colonnes

Formellement si A aijl.jp EA
ajilyjzpm

ex A kif et EA II
Propriété FAB EMmpIMR FIER

KAABI TA d'B linéarité de la transposée
E EA A
E AB E BE A

Définition Ondit que A est symétrique si EA A



On note l'ensemble de ces matrices Sm R

Proposition FCAB ESMINT FIER A IBESMIN
Ondit que Sm n eststableparcombinaison linéaire

Preuve Onutilise la lirait de la transposée

enemples E Sa R Lesmatrices diagonalessontsymétriques

Définition Pour PEN et AE Mm IR on définit
AI A A A où A apparaît pfois
Par convention A Im

exemple Si A AI 15 88

En général il est trs difficile decoller AP

Proposition Soit D une matrice diagonale D jm
dansce cas pour PEN DE Êt jp
enemple si D f9 DE EI Pg

D lerésultat fonctionne sur une matrice diagonale



2 Les matures inversibles

Rappel Soit MER on appelle inversede n tout yen vérifiant

aye 1

Lenet lorsqu'ilenste sturique eton le Moley Ie sé

Définition Soit A Emm R Si il esiste BE Mm R telleque
AB Im et BA Im

alors on dit que Aet invisible et onappelle B A tsar inverse

Remarque Lorsqu'une matrice B existe cequi n'etpas toujoursle cas

il n'yen a qu'une seule On note A et pas f

Proposition Soit A Emm R Si il enste BE Mm R telleque
AB Im ou BA Im

alors A estinversible et A 1 B

Remarque On se sentdecette propositionenpratique pasde la definition

enemples Soit A Ô4 un calcul donne
1 Ii Ii Ia dou

A est invisible et A 1 II

A est done la matrice parlaquelle annultiplieApanaraiIm



Proposition F6 o XInstinverille et Im 1 Im

Preuve Im 1 Im dxfIm.IM In

Proposition Soient A B C Mm R deux matrices inversibles

ABstinverille et IAB Z B A
Preuve Comme Aet B sontinversibles auparténine A etB

et CAB BTA 1 A IBB DA AIMA T

AA Im done AB I B A

Méthode Si on dispose d'une égalité du type
A 3 LA JIM O On a alors

A 3 LA 3 IM

dans ÇA 2A Im

dour A JIA 2 Im In

clan Astuvenlle et A I Ç A 2Im

exemple soit A EI AE EI c'est à due

ALI IL dans 4A E IL done

Ax 4A IL

dans Ast inversible et A Z 4A

Ecriturematricielle des systemes linéaires



Soit 5 un système linaire à méquations et pinconnes
anses an net au pape by
aux taapap.bzLama

tampape bm

s semait AX Yai X Îp im

et A Caijliggm E Mmp R

exemple La y 2 s'écrit
24 y a

AX y

ai J E
et A E

Proposition Soit AEMm I R Astuiversible si et seulement si

pourtout YE Mmm Al l'équation AX Y a une uniquesolutionXEMMIR
Preuve ID Si A et invenlle alors A resiste dour on n'and

AX Y ES A AX A Y A X A Y

dous il ya bien une unique solution en A 14

Remarque Lorsqu'on multiplie une équation demalicespar unematrice

invenlle on a uneéquivalence car il etpossible de faire lechemin inverse

Cen'etpasle cas quand on multipliéparunematrice non inversible

Méthode Pour savoir si A ouste ou nrand done AX Y

enemplet A III du retard don



AX Yai Y E d'imams X Y
z a

Int ya ez b

Baty zz e

ns fairede system

l'équation AX Y

fut
a a

y z b a Leu e confaitupivet

y z C 3 a Ls Ls 321

L
ta a

y z b a

2g c sa b a 43 22
Emeute

Y
a a t on_fb je
y b a za za Eb I c

z 1 a Eb

Ainsi ce système a une unique solution et on obtient

o E Er É É Et
enemple2 Soit B L1 Onnetoud BX Y

ait 9 et J

fut
y a

2nA 2g b

La
y a

o b La L2 L2 22



Ici le système nepossèdepasune uniquesolution si b Lato il et

incompatible dau B n'estpasniversille B n'existepas

Proposition Soit A une nature triangulaire inférieure ou supérieure
de Mm R

Aestinversille si etseulement Amepossèdepasde zérosursa diagonale

Preuve quand onmet A X Y sous formede système avec Atriangulani

le système et directementtriangulaire Ona eu systemsdehann si et

seulement si chaun des coefficientdiagonaux estmonnul
Remarque En revanche on m'apasde fouletoute faitepour l'inverse

d'une telle malice il faut la coller

Propriété Soit D j une matin diagonale de
Mm A aver desrats ds 7m
Destinvesille ssi tous les d i sontmonnuls

Dansce cas D I È
Remarque Cela entraîne que la formule de DPmarche aussi pour

p E Z lorsque Destinversible

enemple Si D Ij Destinversible et D'I GÉ
Proposition Soit A II E M2 R



A est invisible si et seulement si ad b 0

si c'estle cas on a

p 1 1

ad be E
Preuve II Supposons ad be o arcalule alors

aux téâtaintiïï
E Ia daa id stimventleet ïa

XD Parcontraposée supposons ad be o c à d ad be

Si a b c on d 0 des4sontnuls done A Ox dan

Am'etpas invenlle

Si a b cet droitnonnuls On étudiel'équation AX

où y et 4 E

Lannoy
n

ent dy n
es 2

am by a

Egan Lf hdbally bar du

a

Lant
by e

o br dir lesystème n'apasuneuniquesolution
dans Ambtpas invenlle



Quelques remarques de calul utiles

FAEMM A AIME IMA A On A A Om Om

Ppe Z Imp Im

AH BA A CaA BIM etnonpas AA p
CA B I A ABBA BZ Un engénéral AB BA

Il peutêtreutile de facturer lescoefficientsd'une matrice
si B EI en tait B 2f22
alors on a BI 2Mf31
CAB I AB AB AB fou engrénal ABEBA

etmanpasAmBm

Si on veut faire disparaître Adans une équation

par exemple AB C onmultipliepar A siAstinveille
B A C onmidivise pasparA

Si A estinventte LA aussi pour x o et laA IL A 1


