
 Théorie des Graphes

Définition Ungraphemonorienté Cj estuncouple S A oùSst un ensemble fini
de sommets et A un ensemblede pairesde sommets appelées arêtes

On appelle ordredu graphe lenombre desessommets

Remarque Un graphepeut sedessiner deplusieursmanieres

soit G LELL L 3

2

I s
Cesdeuxdessins représentent lemêmegrapheCj

Définitions Uneboule estunearête reliantun sommet à luimême

Deux sommets sontadjacents si unearête lesrelie
Le degréd'unsommetestlemontre d'arêtes dontil faitpartie
Un sommet estisolé si sondegréestnul

enemple Soit Gd'ondes III s

onpeut regrouperles degréd'ungraphe dansun tableau S 1 2 3 4 5

d 4 2 1 1 0

uneboulecomptepour2degré



Définition Ungraphe orienteCjest ungrapheoùlesarêtessontdes couples

Remarque Cela signifieque lesarêtesontunsens parempleG 121,2221 22
est ungraphe orientéquel'onpeutdessinerainsi 1 s 2

Définition Etantdonné Gungraphecomportantlessommets sa sm Ondéfinitlamatrice

d'adjacence M_Cmj LeGj où mij vaut le
nombred'arêtesreliant lesonnet si

ausommet sj

Remarque Si jmestpasorienté onadore mijemji dameMestsymétrique
SiCjm'a pasde boucles alors ladiagonaledeCjestpleinedezéros
La maturé d'adjacence definitparfaitement ungraphe Laumanndessommetspres

enemples Graphes Matrice d'adjacence

HK
ii toi t

ÊT tü
Définition Ungraphemonorienté est

simple s'il mecomporte ni landes ni arêtesmultiples entre deux mêmessonnets



complet si tous sessommets sontadjacents

Remarque Demanièreéquivalente ungrapheetsigle sisamatriced'adjacencenecoupaitque
des 0 oudes 1 et si sadiagonale estnulle Ungrapheestcomplet si samatinée

d'adjacence n'aaucuncoefficientnulendehorsdesadiagonale

eneuple Le graphesimpleetcomplet d'ordre 5 1 3

J 4

Définitions Unechaîne louchemin est une liste firme desommets telleque
chaque pairede sommets consécutifsde la listesoit unarête dugraphe

La longueur d'unechaîneestlemouled'arête dontelleestconstituée
Unechaîne est fermée si le premietle derniersommet sontidentiques

Unechaîne est simple si chaquearêten'estempruntéequ'auplusunefois

Uncycle estune chaîne ferméeet simple
Une chaîneeulérienneestunechaînecontenantchaquearêtedugraphe uneseulefois

Un cyle eulérienest une chaîneeulérienneferme

meugle 1 2 3 5 2 1 stangledelargeur 5

I y1 2 1 estun chani fermermonsimpledelong



Théorème Soit Cjungraphed'ordrem et M samature d'adjacence
Pourtout KENT ettous i j Elim le i j èmecoefficient de la

matrice Mhestégal aumondede chaînesde longueurkneliantlesomutiansommetj

Preuve Parraineur sur ke NT

Pour k 1 onnettoiela définitionde M chaînedelongueur 1 arête

Supposons lerésultatmaripourunentrer ka 1

SoientCijlefpmd.ME MM ci j ÈME p Mlp j
FF duproduitmatricielNotons alors Calj l'ensembledeschaînesdelongueurk

reliantlesonnet iausanetjet Cellij cellespassantparlesonnetp AinsilardCalij 1M'Cij part
Notonsdeplusqu'unechaînedelongueurh 1 reliantà j estcomposéed'unechaînedelongueur1 reliant àp

Laipeerml etd'unechaînedelongueurkneliantasometpà j
Formellementceladonne

Cats i j À Caliplie pj
Parpropriétédescardinaux onretrouve done

laid Cali j Éland Clip lard laIpj
E É MEp xMalp j M i j

La propriétédauvraie aurangsethéréditaire

enemple Soit Cj 1 2 dematured'adjacence M fffff3 4

Lemondede cheminsdelongueur 5 reliant 1 à 4Vautdans lecoefficientligne
1 colonne 4 de la nature MJ



Définition Ungraphe est connexe si chaquepairede sommets peutêtre

reliéeparune chaîne

enemples

ç
comme 2 monconnexe

pasdechaînereliant 1 àtepareneuple
3 j

9

Un graphe complet est connene Claneûpoqueestfausse vai àdessus

Ungraphe possédant unsonnetisolén'estpasconnexe

Chrome Soit Gungraphemonorienté et connexe
J'possède uncycle eulériensietseulement si ledegrédesessonnetssont tous pairs

Ypossèdeune chaîneeulérienne sietseulementsi lemouledesonnetsdedegréimparivanto 1 ou2

Preuvedupremierpoint Si Gpossède uncycleeulérien alors àl'expetiandusommetdedépart
quandon empruntece uple etqu'aspaneparunsonnet onpartdece sonnetparuneautrearête

car la chaîneestuncycle danslesdegréssontdesmultiplesde 2 loupentpasserplusieursfoispar
unsommet Pourle sonnetdedépart ilyal'arête dudépartquisepasseavec la

devienarêteducycle

Dantous lessommetssontde degrépairs
Réciproquement si chaquesommetetdedegrépari partonsd'unsommetquelquonque 11 empruntons

des arêtes suaisivement enempruntant desarts différents On stoménairementbloquéaprèun

certainmouludedéplacementsurle sonnet se eneffettouslessonnetsétantdedegrépain onpeut

partirdechaque sonnetparlequelonestavivéclanceluiquiresteestceluidudépart

Al'issue deceprocédéonadoreconstruit uncycle si si quicontientdonc unmondequid'autes



Sicecylepassepartouteslesarrêtsdugrapheona tannésinon onchoisitundessonnetsde ce cycleduquel

peutune arête quin'apasétéempruntée un telsommetexistecar legrapheestconnexe

On momence alorslemême procédé etona uncycle qu'onpeutimagerauprudent
Comme il yaunmontrefinid'arête cepraictévaaboutir à la castuctiond'uncycleentier

eneuples

legraphemecomportepasdegeleentrercar iln'estpasconnue
3 4 6

2 Legrapheaune chaîneantérieuremaispasdeeydeeulérien

Proposition Fouledespoignéesdemains Dans toutgraphe lasommedesdegrédessonnets

estégale audouble dunombred'arêtes

Preuve Chaquearêteajoute deuxdegré 1 à chaqueentente ou 2 ausommet sic'estuneboule

meugle Dans ungroupede lapersonnes ily a Npoignéesdemains

Chaquepersonneetunsommetet les poignéesde mains sontlesaûts Chaquesonnetestdedegré9

chaque personne sur lamainàtoutslesautres la samedesdegres vautdone 9 10 90 Il y a

dour Ne 90 2 45 arêts oupoignéesdemains

Notons que le E à lemoulude choixde 2 personnesparmi la



Théorème SoitCjun graphed'adam etA samature d'adjacence

Get connexe siet seulementsi la matrice I A AI Arturpossédeaucun zero

Preuve Soient i j dans Epmd

Si Getconnene ilexisteunechainereliant ià j
Comme ilyaon

sommets on peuttrouverune chaîne

de longueur auplus n 1 ounepassantpasplusd'une foispeuchaquesommet Notons hearnid

cettelongueur ainsi Ahli j so done It At A Ci j 0 touslescoefficientsdecesnoticessont20

Biensûrpouri j lecoefficient i de Ist égalà 1 O done II A A C il 0

It At A n'aaucunzéroalorspouraumoins un la Els mD Ahlij so dour ily au chemindelongueur

reliant ici j Dan Gestconnexe

Remarque Visuellement ilstaiséde duisiungraphestconnem ounon Cethéaumemais senna

en informatiquenotamment

Définition Ungraphepondéréetungraphe ai unmembrepositifestamenéàchaque arête


