








































































Continuité

Rappel Soit A et B deux partiesde R et f A B

onrappelle que A s'appellel'ensemble dedépart ou non l'ensemblede

définitionde f B etl'useulle d'annéede f auditalors que
f et à valeurs dans B si peurtout ne A fluteB

Attentioncela neveutpasdur que tous lesmetsde B sont atteintspar f
parenemple onpeut noter f R R en encore f R R

m i n u s sel

Car engénéralonnesaitpasquelestprécisementl'enraille desvaleursprises

par f si ondifinit f A R

u s ent je eu
comment savoir quellessonttoutesles valeurs pairespouf a t on par
enempledunentraifiant f41 o

La detenination de l'ensemble desvaleursprisespar f que l'onmate
f1A est un des objectifsdece chapitre

Définition On dit que f A R est majoré sur A si

ME R I Vn EA ff11 EN 0 Mmedépendpasde se

Mestappelé un majrant de f sur A
Ondit que f estminoré sur A si

J m E R I En E A ff11 m 0 m nedépendpasde se

Ondit que f estbornée surA si elle yest minoré et majoré











































































Demanière équivalente f estbonne Ifl estmajorée

exemple sens estmajorépar 1 surC1 NE mais aussipar 2

elle estminorépar0 sur Jo tot ellen'estpasmajoré sur30,13

carats te

l
o

Théorème de la limite monotone Soit a be RU 2 xp 2
Si f J a bL R estmonotone sur J a bL alors

f admetdes limites finies à droite et à gaufre en tout point de a be

Si f etcroissante lui flu estfinie et lui flatestfinie enégale à to
n s a n b

Si f etdrainante lui fut estfinie et lui flatestfinie enégale à 0
n at

Remarque Le théorème aune partiethéorique importantemais serapas utile

dans la pratiquedes enemies

Définition Soit Inintevalle et no EI Ondit que f I R

est continue en no si lui flat ff1n s no

Cela signifie que lorsque se se rapproche deno fin serapproche de fluo
Cela semble allerde soi mais cen'estpastoujours le cas

lui Lnb t L1 1 L S estdiscontinue en 1
re t











































































Définition Ondit que f et continue sur une partie A dr R si f
est continue en tout pointno de A

Remarque Ondit que la continuitéestune propriétélocale notamment

si f estcontinue sur 3 n o c et continue sur Jo sot elle test sur R

Une tellepropriétén'estpas noir pour la monotonie f a

est déraissante sur I got et sur Jo tout maispas sur MT

Graphiquement Unefonction continue a une courte continue

elle ne présente pas de tous

2

Ypg
t sable continue concet
31 tot et discontinue en 1

Lift E lui fais 2

I
a sa

Définition Soit f I La R une fonction définie
et continue sur I 14sol

Si lui f n est finie alors onpeutprolonger femmene no
fonction continue sur I en posant flat lui fixa no
Onditqu'on aprolongé f parcontinuité sur I

exemple flat relax estdéfinie et continue sur Jo tot Rt120
Comme lui ff7 O par coinanes comparées f est prolongeable parn o
continuité sur la oe en posant flot o











































































La fonction prolongée f se
lune si ns o

0 six 0
est doncdéfinieetcontinue sur la sot

Graphiquement une fonction prolongeable parcontruite enno est

visuellement continue

Y Et

Théorème Les fonctions usuelles du programme sont continues

sur leur ensemble de définition à l'exception
de sens las quin'estcontreque sur RIZ

Soient f I R et g I R continues sur I

f tg et f g sont continues sur I

est continue sur I sauf là où g s'annule

Soient f I J continuesur I et g J I continue sur J

go f est continue sur I

exemples o f sens si Ma lux est continue sur 0f Jo tant

g
tu 21 1 est continue sur 0f 3 2 t

car lu estcontinue sur Jo tot et sens 2ns est

continue sur J I toc à valeursdans Jo toc

ch x tu fait 1 et est continue sur R1202











































































car lu estcontinue sur Jo sot et sens si 1 est

continue sur R à valeurs dans C1 0 CC Jo tot donc

se no la best 1 estcontinue sur R

Enfin upestcontinue sur R et sens I sur R 202
done ans et estcontinue sur R102

Done hest continue sur RM RH02 R 1102

Etude de la continuitéd'une fonction par morçeaux

Montrons que f n µ
71 est continue sur R

et e si ne 1

Il s'agit de vérifierque lesmoyraux se volent bien
En 1 fin ff1 the é e o Ainsi

n s pt

Est them ne o LÉ je
t

Donefestcontinue en 1
Onconclut endisantque sur 31 toi flat tu n done festcontiniesurato

sur 3 a 1C flute 1 done ofestcontinue sur as
Ainsi f et continue sur R

Etudions knife
eux si

sur co toc
six 0

Emo Come hn'estpasdéfinie à gambede 0 il suffitdecalculer
lui heal

a
lim n'luxe o kla par croissances comparéesne sot











































































donc h est contente en0 et sur Jo toi hint allure

est continue produit de fonctionsusuelles contenues

Done h estcontinue sur M

Proposition Soit CunInao une suite de limite le R

Soit f une fonction continu en l
Alors lui flum films ta

Remarque Le résultatest utilisépourobtenir la limite d'une suite
récurrente du type une flum aprèsque l'on a établi l'instance

de la limite de la suite

Théorie des valeurs intermédiaires Soit f Ca bJ R

une fonction continue sur Cab

Alors toutevaleur compriseentre flatet f b possede aumoins un

antécédentpar f sur Cab y Ef
k

ï_ flank
fla

Remarque Efn'ayantpasde trous f estcontinue Efest
obligé de couper aumoins une fois l'ane g k l'aliserie d'un

point d'intersection fournitalors un antécédent à la par f dansCa b











































































enemple Soit fini en 10 x continue sur R

On obsers que flo e 1.0 130 f11 e la co

Conus 0 est entre flot etf11 alors 0 a our moins unantécédent

par f dans 6,13 Autrement dit l'équation flat o a des

solutions dans la 1

Remarque Le TVI medonne ni le mouillede solutions ni

l'expression des solutions

Corollaire Soit I un intervalle f continue sur I alors

f1 Il est aussi un interalle

Remarques f II Ifla In EI 2 lesvaleursprises par f
Engénéral f1Ca b flat f1
Si fn'estpas continue f Il n'estpas toujours un interalle
fin la fl 0,23 20,122 pas un intervalle

Théorie des bornes atteintes Si f estcontinue sur un segment

Ca b alors f yadmet un marine et un minium notamment festlane
sur Cab

Remarques Si une hypothèse fait défaut am estplustoujous moi

f n i I est continue sur 30,13 maiselle n'estpas lancé sur3913
car lui f11 Cpasdemanimue donc Jo 13n'estpasun segment











































































En pratique les extremums manimnou minima se voient sur le

tableau de variation

f n t sur L1 toc est bien clamé car pourse 21

oe flute 1 maiselle n'a pasde minimum

car flat so luiff1 et 0 n'estpasunevaleurattente par f
1 NEM'estpas non plus un segment

Thionne de la bijection Soit f I R une fonction

continue et strictementmonotone sur l'intervalle I
Alors f réalise une bijection de I seu I f I

Autrement dit Fy cf1 I 3 see I I flat y

Notamment f I estunintervalle et vaut si

festcroissante
si Cab f I Cflat f161
si I Jail f E Juif lui f

fest détonante onéchange l'ordre de flat et f b

enemple f111 Et 1 sur I Jo NE

f est continue et fa o f lu 1 et co

done festaussi settlement déraissante sur Jo à dous f
réalise une bijection de Jo toi dans JL flat truffe 31 txt

Onpeutdonc affirmerque Hyenne 7 n so I It é 1
y











































































Proposition Soit f continue et strictementmonotone sur un intervalle I

Sa bijectionréciproque f
1

f II I estcontinuesur fi
et de même sensde variation que f
Enfin Eg 1 estsymétriquepar rapportà l'ane yen de Ef

En
g x

exemple

eup lu

ÏÏ

Methode de la dichotomie

La dichotomieest un algorithme de rechuhe de valeurs approchées
de la solution d'une équation du type ff11 o dans le

casoù on sait qu'il existe déjà une solution we Ca b

on connait a et b mais pas no notament si onsait que flatetfb
sont de signes contraires

qayyim











































































Le principe est lesuivantmoteur a an et b bo i

On commence parcaluler ffj on regarde lesigne s'il estpositif
courre sur le demi alors non trouve sur Ca I etannote

are a et be at s'il estnégatifalors NE atb b danson

mole are at et bi b

Onneramance la même procédure avec mesmoineaux as etbi

Achaqueétape on obtient unintervalle 2 foispluspetitque lepreadent aise

tours no Notamment à l'étape m l'intervalle estde taille bç
La taille decetintervalle jaunit une estimation del'erreur d'approximationde no

EnPython onobtient cri

Prenons
par enemple flute sé 2 Onpeutdémontrer aisément que

3 no E 1,23 fin O Ia donc a 1 et b 2

a 1

b 2

while Ib a o 01 onveutunevaleurapproché àgood

if la b 123 3 230

b Ca b 12

Use
a La b 12

print a onpeutafficher toutnet deCab pourdonner

une approminationde no à 0,001près





































































Remarque Il estintéressant denoter que la dichotomie enplusd'être une

methodepratique d'appronniation de la solution permetde démontrer le

TVI onmontre queles suites 1am et 1km1définies demanierealgorithmiquepar
nimence sontadjacentes et que leur limite comme estsolutionde fin 0

Soit f continue sur Ca b avec flat co et f1b Jo

ondéfinit Cantet hm as a etbo b et pourtout mzo

bons fifa si flanta 0 am se

fait
si flat co

sinon sinon

onvérifiesouspeineque Cam t'et 1hm et que bon am ça donc

Cam etChulsontadjacente domont une tinte comme le a b

Deplus par
construction

flan co et ff4720
Lame f estcontinue surCab doneeu l on peutpasserà la fuite

lui flan fil so et tiflbut fll 120
DÛ fill o

L'argument de continuitéestessentielpouraffirmer que
lui flaml f lui am

Pour une fonction discontinue cela ne fonctionnepas
Prenons un 1 lui 1 et lui L1 1m the o

a six
Montant L lui 1 enJ L1 1 0

Pas de mystère LS n'estpas contenue àgauche en 1


