




















































































L'espace vectoriel R

1 Généralités

Dans toute cette partie nest unentrer supérieur ouégalà 1

Définition R estl'ensembledes n uplets arréels Onappellecesn upletsdesvecteurs
Etant donné deux vecteurs re la sem et lys yn dous R et d un nul

ondefinit uneadditionet unemultiplication externe

n y last yr augm E R Loi additive interne

du dur dam E R Ilei multiplicative externe

Propriété Lespropriétésalgébriques deces 2 lois sontlesmêmesquecelles sur les réels

nage gare
commutativité dfaty dady distributivité

ntytz at gaz taty z associativité

Remarque On nemultipliepas lesvecteursentre eux ny n'aaucunsenspannyent

Définition Soient un ne la vecteurs Ike NI de R On appelle
combinaisonlinéaire des vecteurs un un tout vecteur de la forme
droit taule où ds dersontdesréels

Onmate Veet un ve l'ensemble de cescombinaisons linéaires

exemple Soit Ue 1,0 et v 2,13 deux vecteurs deR2
Ln e lo 1 31 40 7 2 1 sontdes

combinaisons linéaires de notr Ils appartiennent doncà Veet lu v

Propriété Soient un va vents des vecteurs de Rm

Si votre Veet un vert alors Veet un uh vents _Vert lui ven























































































Remarque Cela signifie que lorsqu'onidentifie à l'intérieurd'un tait un vecteur
combinaison linéaire desautres onpeutlunetier du Vertsanschanger l'ensemble

exemple VeetCLÉ ici 1K
Veet 10,1 111,11 car vs oui et un vaux

Notons que levecteur O O o qu'onappelle vecteur nul esttoujours une
combinaison Mitaine dem'impote quels vecteurs

Définition Ondit qu'unefamille lui ve devecteurs de RMest une
basede R si toutvecteur deR s'écritdemanièreunique commeune combinaison

linéaire des vecteurs v1 Uk

exemple La famille 2,07 11,0 10,17 n'estpasune tare de Rt
car le vecteur se 3,27 se décomposedeplusieursmanièresdanscettefeuille
3,11 d 12 a 1 1,07 210,1 0 2,07 311,0 210,1

La famille 2,11 n'estpasune base de M car le vecteur se 11,0
ne se découpoir pasdanscette feuille on a jamais 11,0 d 2,1 pour der

Pour avoir une base ilfaut2 ingrédients
que tous lesvecteursde Rmquines'alteur à partir decombinaisonslinéaires

desvoteurs de la feuille
qu chaquevaleur ne sedécomposequed'uneseule façon

Définition Propriété La famille leser em où pour tout ici ma

ei 0 0,1 q a le 1esten imposition
est une bande R qu'onappelle base canonique

exemple 1 0,0 10,101 100,11 est labasecanonique de R























































































exemple Montrons queE ITÔ II est une tarede R2
On vadoncmontre quepourtoutvecteur a g EN il esisteaurmique
décompositiondans E C'est à dire quel'équationlay au pr a une

uniquesolution xp ER
X tu pr Cag x Hot Bai

Ca g Cap B
a xp

y_p jy
B a y

Ainsi la g la y 1,0 y10,1 etcettedépositionest unique
Done E Cuir est une base de R2

L'espace Mms R On définit lesmêmesmotions sur l'usuelle
des matrices colonnes à mlignes
exemple La famille s est la base canonique de Mas IR























































































2 Sous espaces vectoriels de R

Définition On appelle sousespace reetaieldertoutersoulle F
parant sérine sous la forme F Veet lui Uk où v1 uh

sont krateurs de Rm
exemple RE Vert en em estun sousegauveteil dr R

210 012_Vert q eust aussi un

enemplelmettrode Soit F lay 3 ER atytz oetatay.bz o

Onétudie File lamanière suivante soittuy z EF

Jay z
o on va checker à résoudre

x 2y z système linéaire

Jugez
o

La La Le y 23 o Lesystème stteaugulaine

onenpninegenfontande Je 2oz
o se z

zetonnemente g 23

Ainsi laiyizleFe sazer my ÎÎzÊÎÉ
Wha

z 1 2,1 Kitatunia si

Dans F Teet 1 2,11
Fest bien un sous espace ruteriel de M

enemple2 Soit G la g EN sa 2g o 2
Ca g EG set2g o a 2g
Dan Ingle Ge JyeRI Ingle 2gpk y f 2,1























































































dan G Vert f2,11
enemple 3 Soit te 2 la yz E ER se 3 2 Ko

Caryzit EH a zot o a z at

Das Ingzit EH J yzit la yz t 3 at y z t

glophopiltzle ond tt121gal
Done He Teet ou 0,1 11,011107 1 210,911

Définition Soient un uh des vecteurs deRm Si F Veet un uh

on dit que la famille lui uh estgénératrice de F et
on dit queFestengendrépar la faille lui Uk

enemples Dansles Benemples 112,11 estgénératricede F 2,11 estgâinaturedeM

C 0,110,11 1191,01 1 2190,11 estgénératrice de G

Remarque Il y a plusieursfouillespérinatalespossibles en pratique la

famille ra dépendrede la façondontrasarez isolernotre système linéaire

Définition Soit Fun sous espacevectoriel deRm
Ondit qu'unefamille v1 ve devecteurs de RMest une basede F si

toutvecteur de F s'écritdemaniereunique commeune combinaison linéaire de lui va

Théorème Les basesd'un sousegauvertoriel F onttouteslemêmenombredevecteurs
onappellecenombre la dimension de F motu dim F

Remarque Lesbases de Rmont donc toutesnovateurs autantque labasecanonique
Si F hole Vert o Onnote duifeo

Définition Ondit qu'unefamillede vecteurs lui vertestble si

X1un de Uh o X a X K O

Autrement dit une folle estlibre si la seulecombinaisonbinaire annulant























































































la famille lui ven est la combinaison alterne enmettantdesnids nuls

Si la famillen'estpaslibre ondit qu'elleest liée

Méthode Pourétudier la liberté d'une famille on procède ainsi

Si la faille nepossèdequ'un seul vecteur
elleestliler si et seulement le vecteur estmonnul

Si la feuille possède 2 vecteurs
elleestbiler si et seulementsi lesvecteurs nesontpasproportionnels

Si la faille un uh aplusde 2vecteurs on pose knots xp ne

vérifiant must que o et on s'and le systémequi enrésulte
la failleetbla si etseulement si le systennachuetconemiqusolutiaxx de

exemple 1 Soit F 2,0 1 1,01
Est lié au 12,01et f1,01 sontproportionnels 12,07 2 1 1 7

eneuple2 Soit F 112,0 6 estlibredans R car 1112,06 0

exemple3 Soit F 1,0 2,1 13,21
Soient xn xz a desréels telsque La l1 a a 12117 2313,21 190

La
taxe Bas o

a as ÉÎàï
a as

lesystèmepossédedes uneinfinitédesolutions dans la fouilleest liée
toutesolutionde cesystème fait une C L pareneuple as 1 a 2 21 1

donne lieu 1 1101 2 2,17 13,2 10,0
exemple 4 Soit 71 3,011 210,1 111,17

Soient as m as desnuls 2113 17 ta 1210,17 tas11,1117 100,07























































































I
ai tort as o ET LIÉE Hamas

donc Hestliler dans R

Proposition Soit Fun sousespacevectoriel de R dedimensionp
Si Ca up estune famille libre deprateursde Falors
c'est aussi une basede F
LesfamillesbluesdeFout aumanimurp vecteurs
Les familles génératricesde Font au minimum prateurs

Remarque Ainsi toute famillelibredemrecteurs de RMestégalementunebasedeRm
C'est la proposition la plusnipatantede a cours etc'estelle
quijustifie l'étude systématiquedes sous espaces vectoriels

exemple Dans l'eneuple4 7estune bande R car 71estune faille
biler de 3 recteurs de l'espace R qu'estde dimension 3

La famille Cj 2,1 3,01 estlibre dans n car les

deux vecteursnesontpaspopationnels dou c'estégalement une base
de R car M'estde dimension 2

Proposition Soient lus up unefailledesenteurs et Fuir sousegaceratoriel
Us up estune fou de Fsi etseulement lus up estlibreetgérenaturedeF

Remarque Ainsibasque F Vert v1 va Pourconnaître la dimension de
F onétudie la libertéde lui ver Si la failleestlelualors duick

sinon l'est que un ou plusieurs des vecteurs de v1 vert sontdes C 2 desautres
Ainsion peutretirer cesderniers recteursdu ret saischanger F etce jusqu'àobtain










































une fouille biler

angle Soit F Vert LG LE EN ü l

comme a v et w u r F Vert 3 0,1 11,117 et netrme

sontpas colinéaires done un et libre danellesthbuttgarnatua ouf
dour t'est une base de F donc dire 2

Définition Soit lus v1 une famillede vecteurs de RM

On appelle rangde la feuille l'entier
nglus Uhl dir Veet un vert

Remarque Le rangd'une failleestdonc le
nombre devecteurs bleu de la

famille
enemples ngf 210,110 11,1111 2

regle3,113 le 1,1 4 0,41 2

ngl 12121 111,1 1,11 2
Rg 10,0 0,0 0

Définition Soit B Ue up une base d'un sousespace F etse EF

On appelle coordonnées de se dans B la liste des
réels xp xp dans la décomposition de n dans B

se nuit xpup
Sionreprésente cescoadanées parunematin colonne de Mps R
on obtient la matrice de n dans la baseBmotu Matta

enemple Considérons Be 1 0,0 191,01 10 0,1 et



B2 110,0 11,1101 1,1 11 deuxbases de R
Prenons pareneuple se 211 3
on a a 211,907 1 0 1,01 310 0,1 décomposition dans B1

se 11110,01 2111,1107 311,11 découpoitiondas Bz

dou Matful et Mat I
onpeutdémontrerque B estunebande R ilsuffitdemontrerqu'elleestlibre
car elle possède 3 voteurs etque dir R2 3

Proposition Soit Fun sous espace rataielde R
Si lui F m alors F R

Zoom sur l'espace R

R estde dimension 2 doux les sousespaces deR2sont dedimension
0 dans ce cas on a affaireau sous espacemul 202
L danscecas on a affaireà R2 luimême
1 danscecas le sous egau F s'écrit F Vert lais où lab EN

n est une droite qui passe par 190

1317 f

o


