Lycée Jacques Decour

TD : Dérivabilité

1. Etudier la dérivabilité de chaque fonction 1a ou elles sont définies.
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2. Déterminer si les fonctions suivantes sont de classe C! sur Dy.
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3. Tracer la courbe des fonctions suivantes en faisant apparaitre la tangente (si elle existe) au point

d’abscisse z = 0.
(a) f(x) = e®* sur R.
(b) f(2) = V& sur [0, +o0].
(¢) f() =2z —In(z+ 1) sur |—1,+o0].

4. Montrer que les fonctions suivantes sont bijectives de I dans J que 'on déterminera.

(a) f(x) =23 oul=R.

(b) f(z)=er onI=1]0,1].

(¢) f(z) =¢€" —x+1In(x) ou I=]0,+o0[.
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VR =0t tpgr = up + 1(2 —u?)
On pose Vz € R: f(z) =z + (2 — 2?).

(a) Etudier les variations de f.

5. On définit la suite (uy)n>0 par : {

(b) Résoudre I’équation f(z) = x.
(c) Montrer que : Vz € [1,2] : f(z) € [1,2].
En déduire que : Vn e N: 1 < u,, < 2.

1
(d) Montrer que : Vn € N : |upy1 — \/§| < §|Un - \/§|
1
(e) En déduire que : Vn € N : |u, — V2| < (E)n

(f) Donner lim wu,.
n—-4o0o
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. . —=? . up =0
6. On définit la fonctio ar:Vr € R : = e 2 etlasuite (uy,)n, ar:
n défini nction f par: Va flx)y=e uite (s )n>0 Par {Vn €Ny = flun)
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) Montrer que f admet un unique point fixe dans [0, 1]. On le note .
) Montrer que : Vx € [0,1] : f(z) € [0,1].

(c) Montrer que : Vo € [0,1] : |f/(x)| <
d)

)

(e

N

Montrer que : Vn € N : u,, € [0,1].

Montrer que : Vn € N : |u,41 — A <

1
— |un, — Al
\/Elu |
1
(f) En déduire que : Vn € N : |u,, — A| < (%)" et que : ngr-lr-loo Up = A
7. Démontrer les inégalités suivantes :
(a) Vo € ]=1,+00[: 75 <In(1+2) < =
(b) Vz>0:6121+x+g—2.
(¢) 737 <In(z + 1) pour tout = > 0.

8. Calculer :
a) lim,_,g In(+a) o lim,_,q el
xr xr
(b) lim, o T oi > 0
c) Les limites de : z — M,x — 5 s =L otz — e=leng.
T T VT T
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9. On définit la suite (uy,)n ar :
(tn)nz0 P Yn € N :upp1 = f(un)

onVer e Ry : f(z) =+v1+uz.

(a) Montrer que la suite (uy)n>0 est bien définie et que ses termes appartiennent a [0, 2].
1

(b) Montrer que : Vz € [0,2] : | f(z)]| < 7

(c

)
) Montrer qu’il existe un unique réel r € [0, 2] tel que f(r) =r.
1
(d) Montrer que : Vn € N, |up41 — 7| < §|un —r|.
)

(e) Prouver que (u,,) converge et déterminer sa limite.

10. Soit f une fonction deux fois dérivable et paire sur R. Etudier la parité éventuelle de f’ et f”.
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